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KEL, ETRALPARLARARR, ЖЛ E 
展 过 程 中 积累 大 量 素 材 的 基础 上 ， 产 生 了 抽象 空间 的 理论 ， 从 
而 建立 了 点 集 拓扑 学 。 由 于 这 一 学 科 采 用 了 极为 有 力 的 表述 形 
式 和 高 度 抽象 的 观点 、 方 法 ， 它 的 理论 显得 十 分 简洁 而 具有 高 
度 的 概括 力 。 以 致 它 的 题材 广泛 地 应 用 到 惕 代数 学 的 许多 分 支 
中 去 ， 而 成 为 现代 数学 的 基本 工具 之 一 ， 点 集 拓扑 学 正在 仍 续 
发 展 ， 新 的 观点 不 断 淘 现 ， 新 的 理论 不 断 形成 ， 新 的 方法 不 断 
АЖ. 

HOOF AN, ЗЕ ЕНЖАР 
HERE, REBSERETRTGSIDEE. НИ, ED 
点 和 方法 已 渗透 到 中 学 数学 的 教学 中 去 ， 太 我 国 ， 由 于 十 年 动 
MOH, RAM OAM’ 之 后 ， 这 门 课 程 才 进 入 大 学 课 
堂 ， 成 为 高 等 院 校 数学 系 的 一 门 必 修 课 

本 书 是 点 集 托 扑 学 的 入 门 书 ， 凡 是 对 集合 论 的 知识 有 一 定 
了 解 的 读者 ， 都 可 顺利 地 赔 读 ， 为 了 方便 读者 ， 在 预 章 中 摘要 
地 叙述 了 本 书 所 涉及 到 的 集合 论 的 初步 知识 。 对 个 别 更 深 的 问 
题 作 了 详细 的 论述 。 

由 于 点 集 拓扑 学 抽象 性 较 强 ， 初 学 的 读者 必然 感到 有 些 问 
题 难 于 理解 ,为 了 便于 学 习 , 本 书 从 具体 而 重要 的 特殊 情形 
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ЕЕ БЕ ЕЕ Л ЕСЕ КЕЕ MAR 
的 实际 原型 联系 起 来 。 这 是 至 关 重 要 的 。 分 析 学 中 Euclid 空 
EW -kSASRARRA-BEREH REDS HARE 
€. Ый, AFIN, PERRBABERA WRK. 

ЖАК RTA, Эи ЕЖЕН MR. ЖЖ 
МЕДИКА Л. CHF. RLHADST TAH 
ЖЕ; Ж®Ъ ЖАКИН ЖЕ РЕКАЕЖ. MAAS 
FRRSUARHSALAEERS, 因此， 在 点 集 托 搜 理论 
中 ， 例 题 往 往 占 有 重要 地 位 ， 不 得 忽视 ， 为 了 帮助 演 者 加 深 理 
和 解 古 盾 知识， 熟练 地 运 月 祁 扑 的 观点 和 方法 去 解决 实际 问题 
AVERT EAGREARH TB 

本 书 可 作为 高 等 院 校 数 学 系 高 年 级 学 生 的 必修 谍 讲 义 ， 记 
可 供 才 学 工作 者 参 者， 其 中 楼 体 部 分 初学 者 可 略 去 不 读 。 

本 书 的 编写 承 这 我 的 老师 张 往 声 教授 、 吴 莲 溪 教 提 给予 很 
КИЯК. ARGUS LA БИКА АҮЖЕК 
й, ШТЕТЕН, ЮЖН. 
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B 章 集合 论 概 要 


(outline of the theory of sefs) 


集合 的 概念 是 现代 数学 最 基本 的 概念 ， 它 的 观点 和 方法 已 
渗透 到 数学 的 所 有 分 支 。 为 了 本 书 的 需要 ， 本 章 将 概括 地 介绍 
有 关 集 合 的 基本 概念 、 必 要 的 定理 和 表示 方法 。 


$1 集合 及 其 运算 


(sets and operations on sets) 


凡是 具有 某 种 性 质 的 、 确 定 的 、 有 区 别 的 事物 的 全 体 就 是 
一 个 集合 ， 或 简称 为 集 бер. ЖЕШ A. B. С, M. N. X. 
Y… 等 大 写字 母 表示 。 
设 4 是 一 个 集合 ， 构 成 集合 4 的 事物 o 称 为 4 的 元 束 
(element) ， 通 常用 a.b.c.m.n、x,y"… 等 小 写字 母 表示 。 
当 a 是 和 4 的 一 个 元 素 时 ， 常 称 为 a 属于 (belong) А, RA 
2B Contain) a 。 应 用 G.Peano 记号 ， 记 作 
a EA XX АЭ a. 
车 a 不 是 和 的 元 素 ， 则 称 < 不 属于 4 或 4 不 含有 =， 记 作 
a EA, a€A 或 Ada. 
集合 也 称 为 类 (class)， 族 (family), M (collection), Ж 
(system) ,汇集 (aggregate) ;元素 也 称 为 元 ,成 分 (member) ， 点 
(point) . 为 了 标明 集合 的 特征 ， 常 在 符号 上 明确 标 出 元 素 的 特 
性 。 而 以 
(xix RATER P} 


或 
{xix RAH P} 
表示 。 当 集合 仅 由 有 限 个 元 素 梅 成 时 ， 也 可 具体 写 出 ， 如 用 
fa, b, cH RAH a,b,c 三 个 元 素 构成 的 集合 . 
REEMA ARAB HSM empty set), E$. 
4ERYRAAMARMRTRABH, HAIR AAA 
ВЕРШ 《subset) ， 或 者 说 集合 B A (contain) KAA, E 
者 说 集合 4 被 集合 日 包含 (contained) ， 记 作 
ACB 或 BDA. 
“READERS BETRE, ERIE 
ACE 或 BA, 
MEMYAD BR BDA, HA A SMA BMS (equal), 
记 作 
А= В. 
SERMADBHASEN, ЖЖ GEI ВАБК TS 
(proper subset) . 
XTURXSS THE 
а. GCA; 
b. x€ A&S(x1CA (SS> 示 充 要 条 件 ) › 
с. #ACBHBCC, WACC. 
НЕВА НАВ А лажа, MERA A 
集合 B 的 并 集 (union)， 记 作 
AJB. 
BH xCAJB«»xCABRxCB. 
B6 AS SRBAXOKEHURIDES, MEAK B i 
交集 {intersectioay ， 记 作 
АПВ. 
Ш, ХСАПВ <> xE AR x€ p. 
定理 1 ”下 列 诸 运算 律 成 立 ; 


2:5 


а. ZEA (commutative law). 
AUB-BJA, A B- BA, 

b. GE (associative law); 
AU(CBUCO)S(AU JC, 
АПОВП С = (АПВ) ПС: 

с. S) Ri (distributive law); 
AUCBN С) = CAU B) CAUC), 
ANCBUCI=CANB) JANC); 

d. BS idempotent law), 

AUA=ANA=A; 
e. Riki (absorption law), 
AUG A) АПВ ASA. 
KEE HAF SERI RA Hh EMER (power se) > 
HPE). В, 
ФЕ) ={AIACE} 
BR, $€9(E), EEPE), x€ ES (x) ERE). 
第 ( 互 ) 的 子 集 称 为 集 族 (family of sets). XFFACSOD, W 
ERE 
AUB=E, Añ B= 9 
WSS BARA AX F ЕВ (complement set) ,或 简称 为 
ARMM, IE 
_B=@;,(A) EH B=@ (А). 
38 A RIGUR CERE A BTR I af ROS AG DMEM 
(difference set) ， 记 作 
AB È А-В. 

定理 2 (de Morgan 公 式 ) НЕ SUR (duality principle) 
BAUB)=BANGB, (АПВ) -wAUSB. 

定理 3 TAXE. 

ФОРС) = A FO = E, CH) =ó. 


Жр, оК. BUF DMI Ja, 
жън A. SIM, AAD MRT De 
也 的 菜 个 元 素 , 称 于 = {Acta € D} 为 以 DD 为 指标 集 (index ве) 
的 集 族 、 

关于 并 、 交 运算 ， 自 然 可 以 推广 到 集 族 上 。 

UA. (ix Uia € D, 使 x CA. 


«0 


(14.7 x :对 所 有 ac D, SEE CA. 


X84 WAE DIIRE, CHEK, Ш 
а, EXHI o ED, AAC, W LACE, 
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b. EXEAT e CD, ADC, ML ADC. 


定理 5 设 {4,: a € DD} 为 集 族 ，B 为 任 一 集 ， 则 


a. Bn(Ua. )- U (B naa; 


aED а 


v. во(Гђа.)= «воло. 


ар «en 


定理 6 (Че Morgan 公 式 ) 对 侦 原理 。 


AA 


«Ер «ер 


b. #(Г\л.)- Uga). 


ар 


з ЈАс 时 ， 称 为 集 族 {4。: aC D) CHMA 


(covering). #1A.}, {Bs} 都 是 C 的 覆盖 ， 征 (ALL C (BS), 
则 称 {4。} 是 {Bs} 的 子 覆盖 (subcovering) 。 藻 {4。} BARR, 
Wi» A FALE (finite subcovering) 。 
著 集合 构成 的 序列 {4,: # 为 自然 数 }， 满 足 
A.CA... (ADA... MEL, 2,55 
则 称 为 单调 增加 (减少 ) 集 列 (monotone increasing (decseasing)) , 
+ 


SUB CR) 集 列 .统称 之 为 单调 集 列 (monotone set sequence) , 
UA a € D ARR, ANTEE, E Dave’ TUE 
ANA = pit, WERA.: a € 了 } 称 为 两 两 不 相交 disjoint) 


Ë, W A= | ЈА УЯА га € DIAH (direct union), 


hr 
记 作 A-3,A.. WRA ta E DD} 称 为 4 的 直 并 分 解 (direct 


union decomposition) ,而 各 4。 称 为 4 的 直 并 因子 (direct union 
facto, 
任意 两 个 对 象 a ，b 确定 一 个 对 象 c= (a, b) 称 为 序 对 
(ordered pair), 
(а, bi) = (а, b) Pasa H, bi =b. 
dic-(a, D, Ша c 的 第 一 坐标 (first coordinate), 
T b 称 为 ¢ 的 第 二 坐标 (second coordinate). 
ВА, ВЕЕ, ВАЛЕ 
{@,-biacA, b € B) 
FARANE B НУВ Я (direct product), WMA Хх B. 
BA, А, oo А.п, Еа CA, і=1, Bs, 
н, WIR s a, cs. a), DU 
A= (Ga, dry» Gs)? а CA., ї=1,2, e, n] 
ЖУА, Аз, >, A НУВ (direct product), ， 记 作 
А-А ХА х x A, 
而 各 4; 称 为 4 的 坐标 空间 (coordinate space). 
Bin n È Euclid 空间 就 是 个 实 直线 的 直 积 。 


ся 题 


1。 试 证 下 列 诸 条 件 是 等 价 的 
а. ACB; 


b. АПВ = А; 
є. АОВ = В; 
d. АПФВ=ф; 
e. ФА) 0В= E; 
f. АХВ = $, 
2. А.а € DI, (Bj: 8 € E Ph ЖЖ. WE 


a. (Ua) n ( Us )-. M. (As 83), 
(n) vC), f) «A089. 


IeDxB 


3. BA, (a, DDC DX BRR, RE 


a. U A= (UA) 


барке 


. A= «dj. 
s.) tm D С) 
4. BIG) AME LAN AR, W 
{xt fin == (I хаусд а+ 1]. 
5. B (А: пен) ЖЖ 9), Ев Ay B.=A,.- 
(Оа). (>D, Wë ain EN) 是 一列 机 而 不 相交 的 


P3 而 且 


Ua. = а» nel, 2, =s, 
6. BUS lien RARER АРИНЕ ЖМ NRI 
[1, nJMMIXC AH, > 


Prs Js es NA. 


ieu 


Ber BU, n ] 中 取 开 个 元 素 的 所 有 子 集 的 族 ， 试 证 
ur Q^ CE2k«neD, 


D 


` á ` 


U ec) p. Ca tk > nt, 
k wey 


7. HAT ED} 为 A 的 直 并 分 解 ; EGAL BED AH 
AMHR, MW CASE Єр, B € D.) АЙАН. 
8р, 

PASL A, А. = DAY, WASE VAS 
acp BED, 


отр BED, 
& BAL ACPE), Bi, BEPPE), WA X В, 
A,X REBEX ED), H 
a. Cx B) N (А, X BO = (А ПА) X (B YB), 
b. KA Xx B) = (PAX E) U (Aux B) 
= (Bix SBD J (FAX В), 


5 2 ХАЧИ 


(relation nnd mapping) 


数学 的 许多 对 象 可 以 用 集合 和 关系 的 语言 予以 简 清 描 述 . 
集 和 关系 的 观念 已 成 为 刻画 一 些 必 村 覃 念 《 庄 如 序 、 函 数 …) 
的 基础 ， 我 们 只 讨论 二 元 关系 的 概念 和 初等 定理 。 

设 和 、 量 为 二 集 ， 及 为 和 与 了 间 的 关系 .车 a < 4 和 b € B 
有 这 个 关系 , 则 说 “与 ? ARAM (relation) ,写作 (a, DER, 
或 a Rb. FM, 车 a 和 5 没有 RR 关系 ， 虽 写作 (ad ER, 
XoRb. 

特别 地 ， 当 及 = BK, RAOUIATLESXSX. 

可 见 下 是 序 对 的 集合 ， 它 是 太 x B TÉ. 

如 元 素 和 集合 的 属于 关系 ， 集 合同 的 包含 关系 ， 实 数 间 的 
大 小 关系 ， 整 数 间 的 同 余 关 系 ， 直 线 间 的 平行 关系 ， 平 面 图 形 
的 相似 关系 等 都 是 相应 集合 间 的 二 元 关系 、 

Ох: Wy, G@, y) CR) HOR RAEI do- 
main) , 记 作 Dz. Vo (y OE x, Gu. DER) ЖЖЖ Е 


Me 


ШИШ (range), WEE; 
НЩ o S UERXRIM, Rb Sad Ек! XR, Ri 
Ж RAK (inverse relation) , 
Юй (а, bDDCRe»(b, aDER', (RER. 
设 R1 为 4 与 B 间 的 关系 ，Rs 为 8 与 C 间 的 关系 ， 则 
(Ca, b): WP Sc, (а, с) ЄК, Ce, 6) ER} 
为 A 与 C 闻 的 关系 称 为 Ri 关 系 与 R; 关 系 的 复合 Composition) , 
记 作 
RR 
SR RR 一 般 与 RieRs 是 不 相等 的 、 
定理 1 设 Rir、R;、R; 为 集 E 上 的 关系 ， 别 
а. (ВВ) {= Rr R, 
b. Ri? (RS R9 = (RieRz) Rs, 
车 ACDs, & 
RIAJ= (b: (а, DER, Wa CA}, 
RCAD ЖЗ XR RE A Ж (image) .特别 地 ， 当 A= (а) 时 
RCM) 常 写作 Ra, 称 为 关系 R 在 g 的 纤维 (fibre). Ж 
ВСЕ», 4 ` 
RACB]= {a: 对 某 个 bp € B, (а, Ъ) ЄК} 
ЕВ) HARA RE BAAR (inverse image) ， 特 别 地 ， 当 
B= (oti, ROLO 常 写 作 R-!1Cb)， 称 为 关系 R Eb 点 的 反 
纤维 (inverse fibre). 
定理 2 设 R，R1 为 集 E 的 关系 ，A。B 为 E 的 于 集 ， 则 
a. RCAUBIJ=R CAJURCBD, 
b. RCAN BICR CAIN ROB), 
с. (ReR)CAI=RCRCAI. 
BRAREMKA, AEREE, BHN (a, а) СЕ, 
ЯКЕ E 52 69 (reflexive) , 
МЕЖа,ЪсСЕ, ЧЕЙ (a,b)€ КЫ], (ba)G R, 


ЖЕ ATE BS (symme-ric) . 

车 la, DER, H (b, CR, Wash 时 ， 称 RR 为 反对 
#294) (antisymmetric? . 

BG b) CR, W Ф, а) ERM, # R A dE ERES 
(asymmetric) . 

# G, DER, (b, OER, lila, DERM, WRAT 
迁 的 (transitive) , 

XARRRSEN. HE. THAN, 称 为 等 价 关 系 
(equivalence relation) ， 记 作 一 。 这 是 一 种 重要 关系 . 

图 形 的 合同 、 林 似 ， 全 等 ， 直 线 的 平行 ， 整 数 的 同 余 等 都 
是 等 价 关系 ， 而 直线 的 垂直 ,实数 的 大 小 、 点 集 的 包含 等 都 不 
是 等 价 关系 。 

等 价 关 系 是 同一 集合 的 元 素 之 间 的 关系 ， 丙 不 同 的 集合 之 
亲 的 关系 不 是 等 优 关 系 ， 如 点 在 直线 上 ， 元 素 属 于 集 各 等 关系 
VORESA XA. 

设 R 是 集 巨 的 等 价 关系 ， 令 

R(G)-ib:b € E, (a, DER}, 
Жс ЗЕ a 确定 的 有 等 价 类 (equivalence class), 38M dioe 
Cadre 

对 于 任意 a, DCE, VARU = RGOXRC: ПЕСЬ) = 6. 

ЖЮЗ ” 设 RR 为 集 E 的 等 价 关系 ， 则 是 R 等 价 类 的 直 
Ж. КАЗИ ЕАЭК, НЕЕ. 

EMR SAHRA Yi 

E/~ R E/R, 
ЖЕ E RF R {ИЖ quotient set), 

这 种 用 等 价 关 系 进行 分 类 的 方法 在 现代 数学 中 是 常见 的 ， 

BA h. untra eX D, SRI ENS, Pr 
关系 也 是 一 种 重要 的 关系 。 

RE PRATER “<” HUS PF Ж Ж (ordering 


9. 


relation) 、 仿 序 关系 (partial ordering) 或 拟 席 关系 (quasi 
ordering) , 

ЖЕМ ЖИЕ Y TEAR” Н, БЕЗ AM 
ordered set) RFF (semi—ordered set) РЕ # (partially 
ordered set), R(E, <). a< beh a rf b Rah Tb. 
亦 可 称 为 b 大 于 a 或 b 后 于 a， 

AFRE, 中 ， 规 定 

axb«»acb, a= b, 
则 关系 二 亦 是 可 迁 的 

设 和 为 有 席 集 EF 的 子 集 ， 若 有 a € 已 ， 对 于 4 的 任 一 元 素 
x, BUR x<a， 则 称 aX ARES (upper bound). ALAM 
MRE AAA (bounded to the above 的 。 相 应 的 可 以 定义 
ТЯ Gower bound) 及 下 方 有 界 bounded to the below) 的 概 
Z. 当 上 、 下 方 都 有 界 时 称 为 有 界 集 (bounded set), 

当 a 是 A 的 元 素 旦 是 4 的 上 界 时 ， 称 6 为 4 的 最 大 元 
(maximum) 或 最 后 元 吉 ， 记 作 max4。 相 应 的 有 最 小 元 mini- 
mum) ATRIOS IIE min A .在 4 的 上 界 集中 若 有 最 
小 元 ， 称 为 4 的 最 小 上 界 (least upper bound) 或 上 确 界 (supre- 
mum), iffsupA. 相应 的 有 最 大 下 界 (greatest lower bound) 
RPM (infimum) 的 概念 ， 记 作 inf4 

ЖАН а, ЖАСА, асат, ай 
A ARRAI (maxima) 。 相 应 的 有 极 小 元 (minima) 的 概念 ， 

SARE, <) 满足 

a. BOSE. 车 a<b 且 5b<a， 则 a=b， 

b, ИЕ, Жа, b€ EE， 则 必 有 a<b 或 b<a 成 立 。 

则 称 < 为 E 的 线性 序 (near order) 关系 ， 全 序 (total order, 
complete order) ЖЖ, MAM (simply order) 关系 ， 而 三 称 为 全 
БЕЗЕ (totally ordered set) 或 线性 序 集 (linearly ordered set). 

BOEAERCTARAXTEBIRTAUS SR, HAH ERKE 


0+ 


Tk ordered subset). A X: E WP EAE, WIAR E 
HI S FE ТЕ C totatly ordered subset). 
TER EU, ЖШ 
(x: a<x<b) 
的 子 集 ， 以 (a, DERZ, WH Ei (егу). ЖП 
{xi xc 
的 子 集 ， FRI c 确定 的 截 段 (segment) 。 

Mace 之 b 上 时 , Жс 在 a, b 之 间 (between) 。 在 全 序 集 中 
任意 二 相 异 元 素 之 问 必 有 其 它 元 素 时 ， 称 该 全 序 停 ARAE 
(order dease) 的 。 当 0<b， 而 6，b 之 闻 没 有 元 素 时 ，a Ab 
的 直 前 元 “immediately before) , Ti b 称 为 e 的 后 继 元 或 直 后 
元 (immediately after). 

ЕЖЕН АЖ EREEZTIASUS LA, MER 
EX Corder complete) 的 。 

A-MEBRRERH Й 

ЖАЯ В ЮКЕ у, ШН 

a. D;zA, 

b. #(G, DC f, (a, OC f, Wb-c(b, cC B), WJ 
& | A SJ В ВАВ (mapping) , ЗЕЛА B. b Siu P ea 
的 并 (image) XC (Ë (value) ‚ЕГ (a) = b, 348 (correspondence) 、 
Ж (transformation), В (function, WT (operator) 等 在 
АЕ RUNE THER EE aE БЕЗЕ. 

SON), g 满足 

a. D,-D,, 

b. Tx €D, HAW =g), 

DII | 和 8 相等 (equaD 、 

RAH (constant mapping) {(x, b)i x € Ay. 

WAAL Gdentity mapping ((a, a): a € A). 
SEAS W AB И Ж diagonalen, ЕЛ. 


ene 


包含 映射 inclusion mapping) fif A (embedding) ( (с.а): 
aCA, АСЕ}, 

ER) E/R CHMIBSREREE (natural mapping) Exi Eli 
(canonical mapping) {< a, Кай}: ос Е}. 

FF) (sequence ( (n, a02a,€ A, пем} 

为 自然 数 集 上 定义 ， 在 为 中 取 什 的 函数 ， 简 记 为 (a,, nC ND 
зй (а). 
SEE URBI (projection mepping) 
1Ga е, а, 77,090,420: EA j=l, 2, n] 
RARE LA: x Ax x 4, 到 坐标 空间 А, 的 映射 ， 通 常 记 作 
pt， 简称 为 射影 (projection) . 

ТАВ. HE-=B, ИЙ: SAB BE (опо) By pk Ar, 
或 满 射 ‘(surjection) 。 Ha, a € A, 34 aia; WF fla) = 
ila), ME {为 单 射 Gnjection) 3i. — —BBË (one-to-one map- 
ping). 3 } BL ШЕ ЙИҢ, ПИЖ] HRA bijection), 

ES, ЖЫН. NBR. 

车 了 为 双 射 ， 则 由 关系 b= 了 (a) 确定 召 到 4 的 映射 ， 写 艇 
ГВ» А, OS j RERI (inverse mapping). 一般 的 ， 设 
А-В, XT B BEES TRB, ABT $ fa: ac A, Ма) 
ЄВИ f F B 的 原 象 (invetse image), EJ GO. MRR 
AZRADJ ЕТА, ABH 
存在 时 ， 二 者 是 一 RH, DEEN, J 只 表示 碌 象 。 

设 记 4>B，g:B>C， 则 oa>BgCoO)》 是 4 到 C 的 映 
Bt. 称 之 为 g MP MBS (composition, SHh=gef, 

显然 ， 映 对 的 复合 满足 结合 律 ， 

d j:B—C, g:A>C,ACB, BAFE-xCA, BA 

Bind sfx), 
TEREST g RR f TEA LAD 9) (restriction) , Ty HA g 到 
E FEBS Е (extension). 348 


ene 


в= fla 


由 概念 直接 得 到 下 述 结论 : 

1. 设 fiA>B,{Ai: 和 AE DD} 为 4 的 子 集 族 , (В: K€ DY 
为 B 的 子 集 族 ， 则 
ЈА) = Uf(CAD. 
b. INA)CNIA). 
c. f'QUBO- Uf). 
а, f *DBOosDf G2. 
a. Hi, 8 前 是 单身 M n-g-f 也 是 。 
b 若 jg 都 是 满 射 ， 则 h= gof 也 是 。 
с. Hi,g 都 是 双 射 ， 则 n= eof 也 是 。 
d 
е 
а 
b 
c 


m 


+ Ë fg RERI, Ro fg. 
ARE 是 双 射 ， 则 !°] 是 恒 等 映 射 。 
»fG7(D),CB, ACI? GOD). 
(UPIIOSEITGP B). 
OS EON, FO) = B. 
4 PINT, FOOD A. 

Y Y BS B8 ERE RT DUREE A EE BURCH БИЕ Ж ЖОЖ E 
去 。 

WHAIA E DD} 为 集 S MERI, F: D> S HEIA C A, 
的 映射 。 令 P= UPS DELS MBA, 709 CA,, X€ D), 
Pp 称 为 {4;:%€ D} 的 直 积 集 (direct product sets) 。 记 作 

P=]lA, 
iep 

А5 了 的 直 积 因子 (direct product factor). PATR EIK 
示 为 (кх: À € D) 的 形式 ， 其 中 x,-2f00 称 为 了 的 入 -分 是 
(A-~-component) 或 入 -坐标 (,—coordinate) , fi (x,: X € D) 对 
Hx WN, Sep. 称 为 P 在 入 分 量 上 的 射影 (projection) 。 


soe 


直 积 集 的 一 个 特殊 情形 是 所 有 A4， 都 相等 。 这 时 直 积 P 简 
SEA", 它 是 所 有 了 到 4 的 喘 射 的 全 体 。 


[2 题 


1. A2A12A, ШЇ РАМА DjC4DNC4D， 并 举 出 
不 相等 的 例子 。 

2. 关系 R 是 集 巨 的 等 价 关系 ， 当 上 且 仅 当 存 在 E ЖЛ И 
m, d R=|)(Ax A). 


3。 设 R 为 集 EE 的 关系 ， 则 含有 关系 尺 的 最 小 等 价 关系 是 
唯一 存在 的 、 
4, 集 E 的 关系 RR 满足 对 称 性 及 可 迁 性 ， 那 末 尺 是 否 必 是 
等 价 关系 ? 下 述 推理 有 什么 错误 ? 
Ha, DER, Mo, aC R (对 称 性 》。 
фа, DER, (b, а) € R, Wa, a) € R MEH). 
HOME a if G, a) € R, BBB E PER. WRES 
RR. 
5. ЛАВ, ЖАТИ: 
a, TÆR 
b. ДРАВЕ TRA, НОСА) = As 
с, XEP ABE ТФА, Ar, A 
А: AD = А) N FAD; 
d. РАНЕ ФАА, А, # АПА. =ф, ЖШ 
FAD NIAD =$; 
e, XT A RE- FH A, A, # ACA, Ш 
FANA) = 1(A)N(AD 。 
8. ЖА, BRCM, [XE ASIBISSUM, g 是 日 到 4 的 
AN, REREARMATÆA, A, А-А-А, RAE 


eee 


BMP T f B, в, B B,=B-B, MH Bi = (А) 及 
Ai-g(B). 


$5 实数 的 连续 性 


(continuity of real number) 


本 节 讨 论 实数 。 实 数理 论 是 分 析 学 基础 之 一 ， 也 是 现代 数 
学 思想 的 重要 源 录 之 一 。 

ЖА, BSEESRHTÉE. ER-AUB, A+ GBS, 
HE x€A, y€ B8 A x<y, Ша (А, BHA Dedekind 
切断 (Dedekindscher schnitt) 。 

Dedekind 338 , 3] F 4t Dedekindiz i (A, B), AR RC, 
A= (7-09, c), B= (с, +оо) А = (– оо,с), B= (c, + оо) 
Ad. 

定理 1 (Weierstrass 确 界 存在 公理 ) 上 方 有 界 的 集合 S 
DELAR. 

ШВ 当 S 是 由 一 个 元 素 C 组 成 时 ， 口 本 身 就 是 S АЕ 
界 . 当 及 野 少 有 两 个 元 素 上， 局 时 ， 不 妨 设 a 扫 日 。 设 日 为 了 
HERMES, АЉАМ. ASLEFHEN, RBS, 
Hah ASHER, KA+. TxCA, yC B, do Ж 
xXZPy， 则 因 ? 了 是 S 的 上 界 ,x 也 是 8 的 上 界 . š 5x CAT 
后 .于 是 ,车 xCA y EB, RLA x<y, FR (A, B) 是 Dedekind 
ой. ty Dedekind 238 , H E йс, ЖА = (– оо,с],В= (с, + оо) 
RA=(-00, c), B- (c, +оо), 

dXccA, Papa ub. RcTAESEI EX, ASe 
REX, f cx. $ b=(x+ c)/2, Ric bx. B 
B= (с, +оо), &b € B. b £S 3, Sx ASELE, 
x>d, CAFRA, KeA, SA- (– оо,с),В = (с, + оо) 
成 立 。C 是 日 的 最 小 的 数 ， 即 C 是 S 的 上 确 界 。 


oie 


Ж (а: КЄМ) ARR, c5 X, sp TEX е, 
AA по, Зи ио, |а а < е RAG AA (anc N) 
Ж (convergence) T а. X ka, anor). a HH (a,) 的 
AM imi), B4 a= lima, 

RAG. € N) 3 n SLN аа. (Aa Paes 0H, 
aA BTS CRUE 065, 单调 非 减 少 或 总 调 非 增加 
的 数列 称 为 单调 数列 (monotone sequence) . 

定理 2 руна држ УБАДАМ. 

证 明 因数 列 @In€N) 是 上 方 有 有 界 的 ,由 定理 1 
dai Смт Жа. Ма а. пем), Т 
EERE, пое (6.10 € NOME. ЯГЫ K R n, HK 
a, > a - &. Bl (a2 n ЄМ) ei E K, ab n» n 时， 
d.ZaguQDa-t. FAH, А а 是 (cn € NH ЕЖ, KH 
n C NBM, f as по, ао ed, Suo 成 立 , 即 lima, = as, 


定理 3 (an EN) P Mak P. Ea > m (n oo), 
жайт n CNA au, 

ШЕ 设 呈 为 自然 数 。 对 于 任意 正 数 F， 因 gs aro, 
# HE. S ncm. Да. -al< є. & т=шах( роко), 
Tia,sCa.«Cae t eet IEEE е, a arema, Mon Sine. 

定理 4 XaXd*f.tnE N26 EJ Bae (а: n N) 
HR, Rb аа. 

证 明 MS Re Ba, а (ns), HERAA 
HERZ. ms Mila, -a| <e. Rn- escas ak (a, 1 n€ N) 
$$ ЕЙ, Ka. < а, WH ES eRe A am- e <a kb, 
й а < a. 

定理 5 Fa, DHAKA (aM СМУИ, Mand, 

EA E e EE ss Brahh Ako. S n 
Hle.-ai<e/2, Ham, dj hR m., # nz» mila. -ol 


e dé + 


<e/2, А m-max(m, n), 8 ERA X la-b| = |(а-а„) 
+ (а, -5)|&la-a,l + la, -bl Ce/2*2/27 0, AFI E E 
Же, Ala~bl<e, kasb, 

定理 6 (ЕДШ) PEN La, b] 的 序列 Gun€ 
NBRTH RH, 

B. SnEN, M L.,CL., 

b.b.-a,-0(n-o 90), 

到 必定 有 实数 a， (=). 

证 明 абаза: nC ND C bit n€ NMA E 
жже АУМ, KARIE. QUEE T -b, 
由 定理 3 5HCN, Ha «a-b.X-b. Ba. a, -b,— 
—b.( 09), K a, – Б. а-и оо). ORE bo RBS 有 
c-b, ESnC€NB,aaXbAX, R aE, bj FR 


s €()1..5 c»asr, Въ, оа (ооо), B Hos S 


m, |b, -al < b. Sat Gc 2 2-822 ce, T 


Жс фа, ёр, СЕ. Boca, Асе 


f. иб. а 


定理 7 对 于 实数 列 (0s HEN)，(bn: RE №), Fae 
М,Җе.<Ь,, Ва, ~ а(н 90), b,> ®( noo), Жа <b. 

证 明 etkEGE. A4 notama, bb, 
KA m, n, BRS m 时 ， lezal <e/23 S n>m 时 ， 
lb, -b|«Ce/2. $ me max(m, m2), BL b-a>(b, —е/2)- 
(a, 6/2) = b, ca, 602-6. e ДЖЕЙ, Kb- 320. 

定理 8  CArchimedeszt3E 28 THELK e M A B К 
Бп, É ne2> M, I 


enr 


证 明 AKIE, ЖЕННИ KTA, MES Mk 
AK Aner C NOS Lf. DEA 2 (nein € МУАА. 
аъ, a $ а по, thao-e<noe<apte, Brit Co  1)e o, 
RERE, ne<a ka, ИЙРИ, 

设 各 为 实数 集 ，0a 为 实数 ,如 果 对 于 任意 正 数 e， 有 xcE А, 
хато, js- а|<е, Maa Ж At RA (accumulation 
point), 

定理 9 (Weierstrass RS RD AR ЖК, EEG. 

证 明 RAHATLAMAK, MATa, 5) AC[a, b^. 
Bla, b]E P Er, Dla, bIALa, гк, bj. Al 
Ге, bl=[a, r1lU[r, b), СА П Са, ОСА П 27,52 = A, В 
AWKKRAR, ЖАП Са, NAANL, ЪФ 
RAR, RERANCH, bJ, Bla, Б) 的 中 点 ， 仿 此 做 下 
+, RAKHA 

Га, b), Га bil, [as Б], + Cass baly m 
йд 

Afia., b ETRAS Ж. 
[a,, b, T6 Ap (b - 72^, 
Га,, b,)CL[a,- ,b.-.1. 
由 Archimedes Æt (b—a)/2">- 0, X E AE CE В) 


Kot) ыл. Be ABRE. 


设 (gr: REN), ба, KENAFI. EX n MAAR 
Ж, EMA n <. (k=l, 2, 57), # G, k €N) 为 
tanin € N )8 FR subsequence}, 

定理 10 (Weierstrass È HR) ££ — AR 3k K 
TH. 

证 明 Д(а:һЄ N)3 АДЛ, RE (а) PAR a 
жк, ИЖ Ра, 14. =a, ЕСМ Жажа 


TEM 


». 
джа tn C NYT EORUM, NER (a, XX 
MAR, BERT, Eleg us a. Fi Tib RUE 
ky Tha, BA 
mona, 
lo. ol T. 


Hla tk € NO) EAT CHAR, Bla, DEG) HFA, 
甘于 无 界 数 列 ， 有 下 列 性 质 ， 其 证 明 贸 给 读者 。 
єй RRC LATA Ce.) BA 
la, 1-25. 
ik (а: пен), ЖТ CSO, HER 
по, Sin, mone H, fa. - a, | LEERE, Hae Cane NIHR 
本 列 (fundamental sequence) Җ Cauchy # Fl ( Cauchy sequence). 
WAN 《Bolzano-Cauchy ЖЩ) 数列 Catan € N) 
AMAT, TRAIN ENIARAS, 
ШВ (nC NAKA, MAR, e 
aa 
BASE, STE 620, ЖМ, n >No 时 ， 
leal 5. 


жп, MPN, а 


las- o. &la. ~al+ l-al <= = e. 


Klan NILES, 
Až, BlatmEN АЁЛ, MHA HHH, 
RRL, HFK, ИМ» Sn mPNe Hs las call. 
LER DLP 
iast = |(а, 7 ar) Fas clas as, 
+ ак, + las d. 


ope 


&M=max (al, lo], 1, Гак, f, las tD, Maite € 
п, HA 
la, SM, 
由 定理 10 lasin CN) lk k ТЯ Ка. TROND. dE 
a, =a Юз} ле, AN, т>, Ж 


la. -al< 5. ~ : 
AG REAM, RAN Sa, MENA, p 
lan asl 


取 No= max(Ni, ND, 8 n NV, HR n Nu, MA 
la, -a| 212,72, tas -a|<la,-a,,1 
+a cal set 
Elain € N )3 i£ Р}, 
定理 12 (Heine-Borel AE €) oS OS EHpSXO, 
F=Ca, b), SR F4 É. 0 S PA TRA EF A E PLC 
证 明 NAS, Un БЕЖЕН АКИЯ. 
His, БЯ 8 ЛЕН, И] ЖОР 3 УЖ AA EBCRREXES 4 
ТАКА, RCC Ган, Сағ FD HARE 
间 ， 再 将 不 能 用 S HARAAM XLI E LA Caba. 
de ab ЙЕ de, REAR Са, Dt, ña. 
Aha, DIARRA Sy AIR ЙА. 
Са, b,J2(a,, ibid, (Cn 21), 
b.-a.s (b-0)/2*, 
th Archimedes Ato, (b — 220/2'0- 0, dide EI 22 XE, A 
c Ef) Cas 52. 8S X &, Ha BES, Ec€ (0,8). 
ERIR Ce, b Ят Ca, POR Gs, bc ба, 805 
FAs DOS iki f h. HORSE, 
定理 13 Tie h aym FT. 


xW- 


а. Dedekind 公理 } 
b, Weierstrass RA # 2- 3€, 
с. ж) 《下 界 音调 序列 有 扳 限 )》， 
d, SM Ye + Archimedes 公理 ， 
e. Weierstrass AR 8, 
f. Weierstrass 效 密 性 原理 ， 
g. Bolzano-Cauchy 1&4 ËR] + Archimedes 公理 } 
h. Heine-Borel RAH. 
ШЕ а=» зт, 
СИЕ: ЖИ 
fm 全 见 定理 6 及 定理 8 。 
docKRS9, 
ec f L210, 
f => g LARIAT igArchimedess £2 n = , 
MAGA, 95 2 M,3 Ж. no iË n £ >M, ne <M, 
(n € NX. Fhe, Ze, o, ne, А FE ARS]. b E 
10, {пера + 5|inee;k= 1,2, ]. W nie > a, Wik 
AHR Phe ARK m. Bonn 时 ,a 一 ene 


ate ии, + De» as Po Sn hs а On De M, 
B 5 eese, mince, HA Int БСМ) Pm, nce 


(not), hme M Go +1) eM, BH ne «MAIS, 


£d Ril b JMN NEF, tele. b Сана» 
ba] Е b,-a,> 0(no2), ALT IFE S е NN. 32 m> 
nzNe Hu A b.-a.-e, MOXa.-asXb.-a.eR. Fast 
nC МУЖ ЖУ). В, (.: n€ М) ЖЯ), di giro, b, 
Ж а. а, b. bOn =), b.c a,— b-a, 22 b =a, 于 是 


ez v 


Nte, b={a}, 
da 下 述 证 明 称 为 Cantor 二 分 法 。 因 АзФ, Bd, 
有 aEAbEB. 因 R= AUB, ath C A&£7P e p, 


sS 6Ag, Фат ОЗМ, yoo geh epa, 


tasa, bas EH aca bi pub o = BoM, 
а, GC A, bu BEB. HT Bn, HERRE a, a, 
t, a. b, Bay subs, daa X Sa, bebo Qo 


«b, boa BAM, a € A, bE BOSIKO) he, 5 


ат: EAH, R———— Li LEE 


€ Bt. Aaa cts кан, Wa <a, В.С 


bas b.- dea = (b, —a,)/2= (bi а1)/2", a, € A, das 
E 日 成 立 。 由 数学 归纳 法 取得 闭 区 间 列 (Te= Ca, blin EN) 
Ri, Ch, bean = (bi-a)/2 Ra, 

ARAA Z. Archimedes 23€ , 4(51m)/2'—0, BAK 
жс, AT) ale}. 4408 eRT, DHR. 车 


Red 


х>сёхЄА, HH п оов, b,.-a,0, KAT TMM mos 
4b. ca. Rx — 6)/2, B e E Ca, bees K Da, <an, + 
(x- с) ебх с) (х + c)/2< x. Ati ok x 
op 6 LHD. X ACA, DAMMARRT ATR, Xx с, 
AIxCB. Б ГӘ, v< xC А, BCCARCCB, 
HA A= (- оо,0), В = (с, +0) S&A- (C700, c), B= (c, + 
оо), c ЫМА, Bhg, 
fTEat.o.do eo fog A, 


He 


d>hL W2. 

h=>e# À SHFAMARGARA, WH Co, bJ, Ve 
Са, DIDA, Bab iE— c Cla, b), vA eRe, 0. С(с- eles 
c+e,) А\{с}= $, RR {(с-2., с+е,): с Ela DI} 
жга, € RE. 根据 有 限 徐 闫 定理 ， 其 中 有 限 个 (с- 
E1, CLEE), (Cn 一 Bry с. +е,) й (а, b) HAL. Ж 


Асса, ыс Је, е, cite. AEn EO SAX 
ЕЛ Аб п А, BSAXETERTA, 


Є: l 


1, PARRI Gin €C N) HUH, Bad em AT Pl 
хр за, xb, atb, 

2. ВЕК МС, ойша АД GEREN) X (GTI 
n € N B Ex cx S00 o0), WA JU И LAR 
有 相同 下 标 nx HTH, R 

XX0 0x0 k оо), 

3. Ф Xina, xi ia(n 99), R} хаан оо); 
但 xi 一 0 хаа, ЖЖ x. atn оо), 

4。 若 a 是 点 集 A4 的 聚 点 , 则 及 存在 一 个 序列 (x0 CN), 
x >a, 


8 4 基数 与 序数 


(cardinal number and ordinal number) 


BA, BAZA, FAN BAUM fr Te, WH A 等 势 
(equipotent) F B, 
显然 ， 等 势 关 系 是 等 价 关系 。 两 有 限 集 等 势 的 充 要 条 件 是 
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二 者 的 元 素 个 数 相同 。 

按 等 势 关系 将 集合 分 类 ， 一 切 与 集 妇 4 等 势 的 集 归于 一 类 ， 
以 记号 入 表示 这 类 的 特征 ， 称 为 4 的 基数 (cardinal number) s 
H powe), ЖОЕЛ, NERZ. 

RA=M, В=, FARATA, WA SHER, M 
规定 wm, HASAGSBORARÉSN, MENN, 

PRAMS RI AGRAR E RR ETE, RUE 
MSNA, >р, HARP KR. 

为 了 证 明 这 个 序 关系 是 反对 称 的， 需要 证 明 Cantor-Bern- 
stein 定理 。 

定理 1 (Cantor-Bernstein) S A«BH B< A, ША = B. 

ШЕЙ ШС, A«Be— AB BHS f, BSA 
<> BAAR SABE. 

ЯРА ЕЕ —Да, WH 7:000), # 871600) - iC В, 
BPO) =а, ED =b, n MERRTE. WRT I 
BTS, WSR За: заг, BPA, bbo REB. 

WR BEA Bae £710.20, {Н E a) ЖЕЕ, A 
Ж}Ё йа, ax, +, Gana Gey bo bz, +, bn Ға, 
ARP MPA, bURTB. 

如 果 由 aT, Ab = 10а), PO 不 存在 ， 则 这 
Flac, jan, bis ba, =b BAER POM, SEK: 
ЖТА, b. 属于 Bs. 

即将 终于 殷 的 元 素 各 分 在 As，Bs 中 ， HAT BEES 
Ж Аз, Bib. 可 无 限 艇 下 去 的 元 素 各 分 在 Ao Bop. ОЙ 
分 类 法 ， 每 个 元 素 都 从 好 分 在 一 个 类 中 。 

ЖЕЕ, As, 8 都 是 单 射 ， 每 个 元 素 的 原 象 都 最 多 有 一 
个 ， 故 4 的 元 素 必 属于 而 且 只 属于 A, An А 之 一 ; В 
素 必 属于 而 且 只 属于 B,，B，B: 之 一 tk А 

А = А‹+ Az+-A3, В= В+ В+ В; 


24, 


都 是 直 并 。 

由 分 类 法 可 看 出 ] 是 妈 到 Bi 的 双 射 ， 实际 上 车 a C As, WJ 
1 必 在 B, 中 ， 现 用 上 述 追 泪 原 象 的 方法 ， 必 都 可 无 限制 地 追 
WF. КОО 

КА) C Bi, 

又 因 B: 的 每 个 元 素 在 J 下 的 原 象 必 在 A 中 ， 故 了 是 满 射 ， 由 
条 件 了 是 单 射 ， 故 了 是 A, 到 B: 的 双 射 。 

BDE f E А; 到 B, 的 双 射 ，g 是 В; 到 As 的 双 射 。 做 映射 


[79 x EA 
фб) = Fx) х СА 
p x CA 


则 9 是 A 到 B 的 双 射 , ЖА= В. 

推论 1 Bim, m 间 下 述 三 个 关系 中 任何 两 个 不 能 同时 
成 立 。 

=), MN, MN, 

应 用 极 大 原理 还 可 证 明 任 何 两 个 基数 都 能 比较 其 大 小 . Ж 
莽 数 间 的 大 小 关系 是 可 比 的 ， 反 对 称 的 可 迁 关系 ， 于 是 基数 间 
的 大 小 关系 是 全 序 关 系 。 

推论 2 若 4CBCC， 且 4 等 势 于 C， 则 了 等 势 于 C 。 

推论 3 ”基数 大 小 关系 是 序 关 系 . 

与 自然 数 集 的 一 个 截 段 等 势 的 集 称 为 有 限 集 (finite set). 

与 自然 数 集 等 势 的 集 称 为 可 列 集 (countable set) ， 可 列 集 
的 基数 通常 以 4 表示 之 ，。 

定理 2 任何 无 限 集 必 含 有 可 列子 集 ， 而 可 列 集 的 任何 无 
限 子 集 是 可 列 的 。 

有 限 集 和 可 列 集 统称 为 至 多 可 列 集 。 在 本 书 中 也 常用 可 列 
集 表示 至 多 可 列 集 ， 

定理 3 允 多 可 列 个 至 多 可 询 集 的 并 集 是 全 多 可 列 集 。 

定理 村。 有限 个 可 列 集 的 直 积 是 训 列 集 - 
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不 是 可 列 集 的 无 限 集 称 为 不 可 列 集 (uncountable set) ,实数 
集 是 不 可 列 集 ， 与 实数 集 等 势 的 集 称 为 连续 集 (continuous 
set) 。 连 续集 的 基数 通常 以 & 表 示 之 。 

ES 可 列 个 基数 为 6 的 集 的 并 集 基数 为 ®。 

定理 6 正 整 数列 的 全 体 构 成 连续 集 。 

定理 7 可 列 个 基数 为 6 的 集 的 直 积 的 基数 为 5。 

推论 《个 连续 集 的 并 集 的 基数 为 @E。 

定理 8 00M, 

BOA, 4), (B, ORAM. AAN BERE 
9, що, аЄ А На, 4ай, WA pla) <p), MoAA 
到 ?的 相似 变换 (similarity transformation) 。 若 全 序 集 4,B 
闻 存 在 相似 变换 ， 则 称 和 4 与 B 是 相似 的 (similar) 。 记 作 

A= p. 

相似 关系 是 等 价 关系 。 相 似 集 必 是 等 势 的 ， 但 等 势 未 必 相 
f. 

技 相似 关系 将 全 序 集 分 类 。 一 切 与 全 序 集 (4 ，<<) 相似 的 
全 序 集 归于 一 类 ， 以 记号 4 表示 这 类 的 特征 ， 称 为 4 的 序 型 
Corder typo). 

自然 数 集 技 自然 次 序 是 全 序 集 ， 它 的 序 型 以 @ 表示 之 。 自 
然 数 集 按 相 反 的 次 序 也 是 全 序 集 ， 它 的 序 型 以 a* ERZ. 

著 全 序 集 和 的 任 一 非 空子 集 必 有 最 前 元 素 ， 则 称 4 为 良 序 
集 (well ordered set) . 良 序 集 的 序 型 称 为 序数 (ordinal number) , 
良 序 无 限 集 的 序数 称 为 超 限 数 (transfinite number) ， 良 序 集 的 
子 集 是 良 序 集 ， 良 序 集 除 最 后 元 素 外 ， 每 个 元 素 都 有 后 继 元 。 
良 序 集中 不 存在 无 限 单调 减少 元 素 列 。 

定理 9 ”任何 二 良 序 集 ， 或 为 相似 ， 或 为 其 中 之 一 相似 子 
-RRB 

# BFS AXIDUPBUFACB 4 RE, RISARET B. 

Be, BAGUE, ШИТИАНЖА, B, A= n, 
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B= 0. SABER, Ви Фое ио, 
оры. 

MRA, ВНЕ ара ИЛЕШ. 

НР PH РИН АДО. ЕЕ 
义 ， 有 限 良 序 集 的 序数 用 整数 0，1，2，… 表示 之 。 称 之 为 有 
限 序数 。o 古 最 小 的 无 限 序数 。 

序数 k= v+ 1 是 序数 上 的 直 后 序数 ,而 s 是 4 的 直 前 序数 .0 
URR AHR FE Mb ASE FR BU isolated ordinaD ,无 直 前 
КЕШЕ РАВО АРЕ (limit ordinal) .a 是 景 小 的 极限 序数 。 

可 列 的 良 序 集 的 序 型 称 为 可 列 超 限 数 ， 其 全 体 也 构成 良 序 
5. А2 жт. 

а Л Н, Ж 上 是 可 列 超 限 数 , 则 上 + 1 也 是 。 

定理 10 设 $ 是 Z, 的 可 列子 集 ，? 是 大 于 S 中 所 有 序数 的 
RAES My EZ. 

"Web 2. REIR, 

EIN 设 极限 序数 是 可 列 超 限 数 ， 则 必 有 单调 增加 的 
序数 列 

Bie 
存在 ， 使 得 所 有 大 于 Bel, 2, OREN, ER 
小 的 一 个 。 

ROB, DUK GIO RRB MSA PA, 
РЕЙ, K MAETR AKC) 是 序数 的 月 序 集 ， 
放 有 最 小 元 。 若 钥 是 元 限 基数 ， 则 К DO 的 最 小 元 必 是 级 限 序 
BR. RSH MHS (initial ordinaD, 


[ 2 4) 


1, BUE А ЖЖ ЖОЙ E ELCHE AUS CT ES A S, 
2, E — XE BAM DT IS SET р, EMVDKEXR E, 


Ne 


3。 设 天 x)，g(x) 是 点 集 E 上 的 实 值 函数 ，{r,} 为 全 体 有 

理 数 排 成 的 序列 , 试 证 o 
Ix: [ОО > a(x} = UL Gif ав) «rH. 

4 证 明 集 A 是 无 限 集 的 充 要 条 件 是 对 于 А В A BAS 
射 有 4 的 非 空 真 子 集 B， 使 ВСВ. 

5， 设 实 函数 了 具有 如 下 的 特征 。 对 于 每 一 个 xo， 有 正 数 
Oxs, M 区 一 xo] бх, BS, FOR (хо), WIG) 的 通 数 值 全 体 
至 多 是 可 列 集 ， . 

6, 直线 上 全 体 区 间 构 成 的 集 族 的 基 煞 为 5。 

7. 设 4=B+C，4=5， 则 引 与 C 中 最 少 有 一 个 基数 


8。 试 证 可 列 个 可 列 集 的 直 积 的 基数 为 E. 
9. # A= (A> A- 6, 则 最 少 有 一 个 4, 的 基数 为 @E. 


10， 相 似 变 换 保 持 序 完备 性 。 | 

ll, A WPF E, BOSSUERRHRUR, НАЖА 
后 元 素 ， 试 证 和 4 必 相似 于 BB 的 一 个 序 子 集 。 

12. 任意 两 个 无 最 前 及 最 后 元 素 的 可 列 的 稠密 全 序 集 必 相 


13. SPRAM— ВАЙ AA, 

14， 有 限 良 序 集 不 能 与 其 真子 集 相 似 ， 但 无 限 良 序 集 必 休 
与 其 某 一 个 真子 集 相 似 ， 

15。 全 序 集 不 是 良 序 集 ， 当 且 仅 当 它 含有 o BER, 


$5 极 大 原理 


(maximal principle) 


笋 知 集 族 按 和 包含 关东 构成 有 序 集 ， 一 般 的， 集 族 中 是 否 合 
HAKAT ORAMPLEHRA, MPRARSAGK? 这 
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是 不 一 定 的 。 如 区 间 集 a, b)i а>, bib ФЕТИХ 
ay 

RAM DEF ANG В (nest), AEA MERE TN 
HEE, ЗЗР И, ROM (真正 包含) 
ARAH, #910508 4A Bl maximal nest), 

我 们 采取 下 列 公 述 做 为 公理 。 

Hausdorff 极 大 原理 (maximal principle) im Ф 6, А} 
ТПФ е, LAKEN, E 

979, 

ЖӘ (ика) SUTRAMHES ER, TMH 
ЖА, Тен, MEM ЛГ: КОА, 

证 明 由 Hausdorff MARR, ShEMESARDMA 
EP, ATHNAMKH, RAMAEKERS, 

wae, ЖАЄ, qd TEX ACN, WH ADA., K 
Ag DJA. RH Ag ЖЛЕ М КҖ, 


GR, ABEM, &BOA. MH ERM ф, {К 
А-аа ФИ, азем КЖ}, 

定理 2 CAPR) Ep Т ЖАШ EO, ENS 
成 分 Ar ， 它 被 包含 在 9i 的 每 个 成 分 中 ， RRM A HDA 
分 。 

EA & S -ULA:ACHD, SU = 1S- AACTR), Et 
АИФ, К ={S-NiNEM AM! HE. h RHPA AG CM, 
MOTA NC, ЖАС М. 915—5 - М, YAS- Ay 
2S-N, вар Ф, AM 4,8-5 — A, CLAW HH 
TORO. аж, R'UBBXAGSM, mS-MERD051 DR 
2. 

ARRAS PT RHR (chain), АЖАН В, ар 
HPAMLESATAL A, A 下 正 包 含 日 均 不 成 立时 ,BB 称 


+ ae 


X ASI ХЕ (maximal chain), 

定理 3 (Kuratowski 引 理 ) ЖЖ АЙ ЖААЖ Ж 
TH XS, 

ЖА ҖАЕ HAR, ЖАМАЛ ЕЛ, WAR 
HR inductive). 

ER (Zorna E) hid F k ri kx. 

38 RS AGkWUS X AH, 

а. ЖАДНИ, MASA TT BA 
wP, 

b. ERASWIE—HRT E BV AmUP, КАДОО, 
ЖЛ S IB Е finite character), 

定理 5 (Tukey 2 EO 4 h Hi don c A 2, 

证 明 MAE AER, NAM 


+ 
A= Us. 


Bes . 
设 下 为 和 的 有 限 子 全 ， 则 下 必 会 在 有 限 个 于 中 。 ANAK, H 
ЖЕЛЕНИ GLO М, ЕСМ. ВЯ ПАЧЕ, 故 
FEM, LHAME-HRTRET AMY, КАС. P 
тиф ©, ЖАС, Cte m ORA ART. GREL, 
ити А В. 

定理 6 GAD axiom of choice) Fai TJ 38 E D 85 
TATEM, A $, MU DERE c, iT TA A K CD, 
AMEA, 

证 明 RFAZLADHFRL Ah Ei AA FOR 
BOAR, MF 只 有 有 限 特 征 性 。 

RWRE,GICS,HI«GutidünTR5stiàpd 
BIRLAR., MBAS. 反之 ,车 了 的 注意 有 限 子 集 党 
AF? ЖЕЛТ БЕ ЕЕЕ ЕТ ФЕ ЕК ЖЕРЫ 

"A 


RA TRIE, WR 5 PM K ЖС. 

CHRLRLHD. GH, XGXcÓRXXESL,LAÀAT 
DY, WÑ x CD\L, жуЄА,, WcU(GO yl, AAA, 
4o б Kiki Ж, OL o b e UM р, 

Ж с ЗН BRM choice function), 

定理 7 (Zermelo 2) ЖОЛДУ AT LK, Mj 
ARCA, 

a, ¥FERACM, RAD CAd £23, 

b, ccl ја. 

nA 

应 用 选择 公理 即 可 证 得 。 

Jo RERAPHA-VSSARA, RAR RAR, MA 
338 A BUF {EC well—ordered }. 

定理 8 (RAR) ЖЖ ЁЛ. 

ER Яша Ж ЕЗИ К, FOR EOMARET £ 
d. LOcAATOORHEAK., Pp оАо, REM 
ENACO, Ж CAC А, EHARA- X a<. 
Ж ЖАЗИ А БЫ ААТ, GT ASTRA END. 
ЕЖ, ЖТА<, ААА, ИН SW Ах, Ж 0405, 
TEASLEA. Hale, УЖА ПК, ICON ACT GE RE S 
UHBASABAXASAE, 

а. SMRLADAEMTR, 

b. THhAT DMREA, DAA0 ДАЯ, Ж Ж с(Е\А), 

© 的 每 个 成 分 沁 是 良 序 关系 。 

RRL, SBASEO 62 X30323, L A-(y: 
3XExHysx,S4xCBh W| c (ERA) ABHRHA 
*. 

$ SEE EU] ЛАНА — 1-4) d 
A. ЖАА Е RARA, 

P 


RRL, LS, «XR бй, D X= y X 39. DA 
SEGA, £ 

A-(xilyiy Sxbc(yiyxb 且 在 二 者 上 序 关系 一 
EK)LSAXXTZEA«CAHÉGRSOS ADD 部 不 一 致 , 财 
c CALEB 1 Ж DNA, DAA 的 最 前 元 素 ， 它 不 属于 入。 
ШАВЖ с (РА) СА. ТЖ. A-D A= Dn 

由 此 不 允 看 出 @ 的 成 分 的 并 4 是 区 的 成 分 ， LACHER 
成 分 。 

EFARAGEG3I, BJ F= E. 

GA, Жс (END) 可 添加 于 序 关系 《的 末尾 : GIO, 
AUGx(cGNDD 是 @ 的 成 分 ， 它 全 有 4, EEE, 

良 序 集 的 基数 条 为 良 库 基数 . 

定理 9 任何 两 个 良 序 基数 都 是 可 以 比较 的 。 

推论 一 切 基数 之 问 都 可 以 比较 其 天 小 ， 

定理 10 «GEM ys HI) (transtinite induction) i£. Te) 
A-*A SAR UAHA, WRAY 

a. TG) AGE AS, 

b. ETWA Tux u < ойра), ШТОФ X UE 
85, {Тш Т mA р >н 都 是 正确 的 。 

归纳 定义 (definition by induction) £ u @ dj 3 fn. 
Зе Ж 

а, £D ARX, 

b. зю pH, MNR ROLES, Wwe 
RAZA, 
DIET SIOL T— bow pe 都 是 有 定义 的 。 

定理 1 到 定理 8 都 是 Hausdorff MAR WUE А, 2 
种 等 价 形 式 到 现在 已 不 止 二 ， 三 十 种 ， 在 现代 数学 理论 中 起 半 
EE A, тажа ите. 

ЕЗ УЕА СА ГЕЗ FAY, 
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AK La llo Ж K E, 
ШЕКА ЕКЕЖ ERATA, 
Euclid 空间 中 非 Lebesgue 可 测 的 子 集 是 存在 的 } 
Boole 代数 的 Stone 表示 定理 
Hist BEST em AR ess il, 
Boole 代数 的 质 理想 定理 
Hahn—Banach 保 范 扩张 定理 
代数 对 闲 域 的 唯一 存在 性 ! 
域 的 序 化 定理 

自由 群 的 子 群 恒 为 自由 群 ， 
mii xm, 

根 理想 的 存在 定理 ， 


【 3 题 】 


1。 非 空 良 序 全 到 自身 的 相似 训 接 仅 限于 性 等 变换 。 

2, ЖМЖ ВАД, BH piM>M 对 任意 X EM， 有 
ф(х) 2х, Wd a € M, i ф(а)=а, 

3。 车 计 为 不 具有 板 大 元 的 有 序 集 ， 则 有 o iM—-M, 对 
任意 x EM, HA M(x) > x, 

4, he, PARR, a>1, d аб=1 48, AMER 
hk Las, 

5。 斌 用 Zorn 引 理 证 明 Zermelo 良 序 原理 

6。 试 用 Zermelo 选 择 公理 证 明 Zorn 引 理 。 

7. RA Zorn 引 理 证 明 Tukey 引 理 。 
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第 一 章 度量 空间 


(metric space) 


极限 运算 是 分 析 学 的 基本 运算 .在 分 析 学 中 极限 的 形式 虽 
然 是 多 样 的 ， 而 本 质 却 是 一 致 的 。 数 学 分 析 中 一 系列 基本 事实 
都 是 基于 实数 间 的 距离 。Cantor 在 19 世 纪 70 年 代 在 Euclid Ж 
间 中 研究 了 由 距离 产 年 的 束 点 ， 内 点 、 外 点 、 界 点 、 开 集 、 闭 
集 等 概念 。 这 些 概念 的 考虑 ， 显 然 不 必 有 限于 Euclid 空间 , f 
BAH 34 ВЕ, Ascoli, Volterra, Arzela, Hadamard, Borel 
等 人 在 19 世纪 80 年 代 以 后 ， 相 继 研 究 了 各 种 函数 类 中 的 各 种 
收 敏 性 ,各 种 收敛 性 也 都 是 基于 函数 间 的 距离 , 于 是 Fréchet dA 
大 量 事物 中 ,抽象 出 距离 特征 的 实质 ,在 1906 年 推进 了 Cantor 的 
考虑 ， 而 导入 了 度量 空间 ， 讨 论 了 由 距离 产生 的 诸 梳 念 。 在 此 
mE, Hausdorff 再 将 邻 域 具有 的 性 质 整理 为 4 条 公理 ， 在 
1914 年 定义 了 拓扑 空间 。 TInt Euclid 空间 是 度量 空间 的 
一 个 模型 ， 而 度量 空间 也 只 是 拓扑 空间 的 一 个 特例 .为 了 便于 
理解 拓扑 空间 ， 先 讨论 比较 具体 的 度量 空间 ， 它 早已 成 为 学 习 
现代 数学 的 必 备 的 基础 知识 。 关 于 度量 空间 的 理论 ，ypacouy 
Hausdorff, Anekcanapos 及 Hopf 等 都 做 出 了 重要 的 贡献 . 在 
本 书 中 认为 nn 维 Euctid 空间 是 已 知 的 。 


$1 更 离 和 度量 空间 


(distance and metric space) 


我 们 知道 ，# 维 Euclid ФК" ЖЖ x = G1, 77. 
a G34 


Andy = Су: Mane sy 4) 间 的 距离 是 
q(x,y) ATT 
和 容易 验证 ， 它 具有 下 列 诸 性 质 : 
a ， 对 于 R" 的 任意 元 素 x,y， 有 d(x,y) 之 03 
b, d(x,y)=0 <> х=} 
¢ ,对 于 R' 的 任意 元 素 对 x,y， 必 有 
(х,у) = dGy, x), 
qd ,对 于 R" 的 任意 三 元 素 *x,y,z， 必 有 
ü(x,z)sdix,y) td(y,z), 
同时 ，。 这 些 性 质 也 反映 了 距离 的 特征 。 
拒 离 芋 包 何 的 语言 ， 亲 距离 来 描述 极限 过 程 ， 就 使 几何 中 
的 术语 成 为 研究 分 析 学 的 工具 ， 以 致 产生 了 现代 分 析 . 
设 E 为 非 空 集 ，6 为 Ex B 上 定义 的 实 值 函 数 ， 即 
d; EXER, 
WEAH (Lindenbaum); 
а. d(x,y) 70 <=>х=У; 
b. ME PEM Х,У, ER 
ax, y d(x,z) +d(y,z), 
这 时 ， 称 为 对 五 给 与 了 距离 fdistancey d. PLE Rd SERE D 
称 为 度量 空间 (metric space), ERIKA (point), dk 
ЖЕШИН (distance function), dix, y) 称 为 二 点 x,? 间 的 距 
Ж. ща р, TATA ЖАЙ, 度量 空间 (E， 
中 常 篇 记 为 度量 空间 E， 
由 定义 直接 推 得 下 列 诸 性 质 。 
а. XE, CE, Hiffdix,y)20. 
Xe b. EAM (bP, #y=x, WEH xdi) + 
ах,л), BldGx, 22220, 
b. X EBix,y CE, ifii, y) -d(y,230. 
ЖЕЕ, ER (DO B. £ z=x, WEK d(x,x) 


«35 + 


+40,x), Mda KE), ВЕЕ, х,у ES 8 
到 a ty, х)<а(х,у), Kt (x,30 = d(y,x), 
с. ЖЕ, хох. CEST 


Bx SSK 


ЖЕЕ, "4 n=3MB, ARC dA dba xs dm x + 
dixa). MEM COO d dGa x = d(xa x0, Ж 
dG x Sd (x1 x1) + don x). 
用 数学 归纳 法 容易 证 得 此 结果 成 立 。 
4. RENS, y, EE, HA d(x,z) - dy 2) de, Y). 
ЖЕЕ, HER DRO 
d(x,z)<d(x,y)+d(y,z), 


即 

d(x,2) - diy, z)dGo y). 
XH 

d(y,z)&diy,x) + d(x,z) = х,у) +d(x,z), 
有 

-d(x,y)&d(x,z) - d(y,z), 
因此 有 

-dlx y) Kalax) - dy, z)<dlx,¥), 
[4 

144,2) diy, xdG y). 

HAM (a) RH 
fa’) d(x,x) =0 


Ві, d ЖЕ (pseudo-distance) $k E 25 TAME MS ij (pseudo 
metric space), 
Wl 设 E 是 任意 集合 ， 对 任何 x,yE E， 车 令 
{ d(x,x) =), 
(х,у) = 1, (xy), 


M) EdD ERZE. ЯНА Ш (discrete metric 
space) 或 离散 空间 (discrete space) . 

例 2 设 E 为 任意 集合 ,对 任何 x,y€ Е, #4 d(x,y) = 0, 
Ша, MEO 是 伪 度量 空间 ， 称 之 为 密集 伪 度 量 空 
间 (indiscrete pseudo metric space) 或 密集 空间 (indiscrete 
space), 

例 3 在 实 平面 R= RX RE ME AR x= (xi xD. 
y = Guy ВТУ 

dlx, y) = bi Xil x xil, 
SUR? ata He BE Bt sz [И], 

例 4 设 4 为 任意 集合 ，4 到 实数 集 尺 的 一 切 有 界 函 数 的 
CHE = .多 (4). 对 于 属于 EE 的 任意 两 个 函数 fog, f- z 仍 
ATE, Ux 

4,85) = supli) - g(D |, 


Wd 是 马上 的 距离 函数 而 卫 是 度量 空间 ， 称 之 为 有 界 函 数 空 
闻 (bounded function space), 

例 5 以 实数 序列 为 元 素 的 集合 记 作 s,s 中 任意 二 点 x= 
GG, xi 0, у= Ou yo OB BE 24 


s yer lx. y. 
dx= 112 HoT 


Ws 是 度量 空间 。 称 之 为 序列 空间 (sequence space). 
例 6 在 有 界 实数 序列 的 集合 mm 中， 规定 一 点 x= Gn, 
xn cO, ys Quas o ВОВЕ A 
(х,у) = зир|х« - yal 
出 mm 是 弃 量 空间 ， 称 之 为 有 界 序 P| së 18] (bounded sequence 
Space) 。 
例 7 对 于 集合 s 的 任意 二 点 х= 0x, 7). у= бу, 


31,7) 的 距离 规定 为 使 x， zy 成 立 的 最 小 自然 数 PE, 
xc 


Ws 构成 度量 空间 ， 称 之 为 Ване 零 维 空间 。 
例 8 定义 在 闭 区 间 5a,p: 上 药 连 续 函 数 的 集 含 记 必 Cray 
3， 规定 距离 为 
40») = max | fC) ~ gtx, 
HC DARES, FRY ESE EE SE [S (continuous func- 
tion space), 
OB 8 为 例证 明之 ， 其 它 的 证 明 留 给 读者 . 
а. d(j,gy = mex 1/6) -8(х)|=0 S > fGo-z60, 
对 xE Ca, DIRE. Mots 
d(f,g) = 05> f-E. 
b, HFE Cah, HH 
ПС) - 601 fü) -ROX | + [gG2 - AGO] 
< max |f(x) hex)! = max |800) 


—R(x) | 
=d(f,h)+C(g,h), 
i 
d(f,8) = max. | 其 xy》 - glx) | d, В) t d(g,h). 
以 下 和 如 不 另 作 声明 ， 瑟 表示 度量 空间 ， 第 一 、 二 章 所 讨论 
的 内 容 都 是 在 度量 空间 中 进行 、 


【 习 5] 


1. жп Gu xs s x Gon 为 实数 》 的 集合 中 ， 分别 
规定 距离 为 


ау) УД а-э 
= 


diay) = Dolev ls 


+з 


(х,у) = тах х, - у: |= 1.2," nt, 
试 证 明 它 们 都 构成 度量 空间 。 而 且 满 足 
dix, Ed (x,y) Ed (х,у) яа" (х,у), 
2, EMRE PME dix, y) >), fE(E,d) 是 度量 空间 的 
EXC ЕЖЕ PEE RE AREE 
a, d(x,y) -0«—x-y 
b, d(x,y) =d(y,x)s 
е. Ux iix, y) + d(y,z), 
其 中 x,?;z 是 瑟 的 任意 元 素 。 
3， 设 EE 为 收敛 实数 序列 约 集合 ， 设 x= (xu xs 02, 
YEO, MEERY 
(х,у) =sup xi- yi, 
NCE, d) ЕНЕ Ыз I. 
4. 设 瑟 为 定义 在 [0,13 上 的 有 界 可 测 冰 数 的 集合 ，4 表 
示 测 度 为 零 的 集合 ， 规 定 
Gn = „ашр |fGO -й(х)|, 
z nm. 
4,5) = int 0,0,8), 


W)CE d 348 Н. 
5. Rs HMR oe bL E k KW URBE E, HI x) 
SERICO) LR SEI, HE 


ñ 
ав) = max GO o G1, 


o, = max {fe} eGo], If Go - gon], 


If* 620 -g'GO |. 
JU CS d) CS, p) MB Hc al, 
6, EM 1 中 设 r -2, ЖЕНТ, RAAMES 


. 39 * 


原点 距离 为 1 的 点 集 。 
7, 设 La(a,b) 为 (ob) 上 定义 的 平方 可 积 函 数 的 全 体 ， 
车 jf,g8 EL:la b), WE 


айю - [f Шоо - «co оч), 


JL Go, IO ERE RH, 


$2 度量 空间 的 点 集 


(point set of metric spare) 


设 (E,6) 为 度量 空间 ， 点 ao€ Е, r 为 正 实数 ， 集 合 
B(a,r) = {x:xE E, dla, x) <r} 
称 为 以 a 为 中 心 (center) 以 r 为 半径 (adius) WAR (open 
bal), Жа 
В (а, = {хїхЄ Edla, H) Sr} 
称 为 以 a 为 中 心 以 "为 半径 的 闭 球 !closed Бан), Heer 
5(а,ю = {xi xE E,d(a,x)= r) 
FRAY a 39 rh EE r 为 半径 的 球面 (sphere)， 以 4 为 中 心 的 开 
球 及 闭 球 丝 合 点 a， 而 以 a 为 中 心 的 球面 不 仅 不 会 a， 甚至 可 
能 是 空 集 . 
Шт 在 实 直线 上 ， 
Bla,r) = (a-r,a-r): B(a,r) = Cao r,a* r), 
Séa,r) ={a-ratrh. 
2 在 离散 空间 中 ， 当 ma 时 ，Bkoyr) = Bler) = (al, 
S(a,r) = 6. 
4 r2>1BF, B(G,r- B (a,r) = E, S(a,r) 26. 
4 r= BF, BG, = {а}, Ва, ғ) = E, S(a,n = EMal. 
dE п Euclid 空间 中 的 开 球 ， 闭 球 ， 球 面 等 概念 ， 和 习 
惯 理解 是 一 致 的 。 


. m 


设 A 为 度量 空间 的 于 集 ， 令 
6(A)=sup{d(x,y): x,» C А}, 
称 为 4 的 直径 (diameter) ， 直 径 为 有 限 的 非 空 集 称 为 有 RAE 
(bounded set). 显然 6(4) 是 非 负 实数 或 + ce。 由 定义 直接 
推 得 下 列 性 质 成 立 : 
а, ЖАСВСЕ, Sill6(A)<6(B); 
b 。 有 界 集 的 非 空子 集 必 是 有 界 集 ; 
с, 任意 球 B(a,r) 均 有 6(B(a,r)) 2r 
设 A4,B 是 的 两 个 非 空 子 集 ， 令 
4(A,B)- inf d(a,b), 
WZH AM BARER distance), A= {а} if, dA, B) 5 f 
d(a,B), FER 
d(A,B) = inf d(a,B), 
# ANBAS, W аА, m -0. 但 其 道 未 必 成 立 ， 更 - 般 
的 ， 若 8(4,B) = a, Xa CA, b€ B, 使 dla,b) =a. 
例如 在 实 直线 R 上 ， 设 为 自然 数 的 集合 BAWN -t 


(nz2) dE, MIND B- 6, Haon- s 2 可 任意 小 , 故 
à(N,B) = 0。 

又 如 开 区 间 (0,1) 与 (1,2) 也 是 如 此 。 

由 定义 可 直接 推出 下 列 性 质 成 立 ， 

а. Hx€Bla,r), Widix,B(a,r)z d(a,x)- ғу 

B xé B(a,r), W dx, Bar) > d(a,x) -r>0, 

实际 上 ， 由 d(x,a)2r, WER yC B(a,r), WA d(x,y) 
> d(a,x) – d(a,y) 7 d(a,x) -r. M d(x,B(a,r)) = , Inf | dx, 
y> d(x,a) -r. 

ЕНГЕН x Bla, г), Ж] d(x, Bla, r> dla, x) 
-r>0. 


яа + 


b, ЗАЖЉЕШЗЕ TR, x,y€ E, WI 
Id(x,A) -d(y, AIK d(x,y), 
X E, MERCA, 有 
d(x,z)d(x,y) + d(y,2. 
因此 有 
d(x,A) = inf d(x, 2) < inf (dx, y) + dly,z)) 
= d(x,y) + intdCy, 2) 
=d(x,y) +d(y,A), 
相似 的 ， 有 
d(, A) &d(x,y) * d(x, A). 


故 
|d(x, A) - d(y, A) | &d(x,y). 


c。 度 量 空间 中 二 有 界 集 的 并 集 是 有 界 Ж. 

实际 上 ， 设 x,y 为 4U B 的 任意 二 点 。 任 到 a€ A,bE B, 
Mix y C AB, dx, y) «A, 

Mx y C BIB, dix y) <6(B); 

当 xE AC BRE, d(x,y)<d(x,a) +d(a,b) + db, y), 


因此 
6(AU B)<d(a,b) +6(A) +008), 


BAUR WARE. 


(3 题 】 


1. ARERR, ДЕСЕ, A 
В (x0,d(x0,A) +0(A)) DA, 
2， 设 4 为 度量 空间 BE 的 子 集 ， 则 OCA) = 0 的 充 要 条 件 是 


АЖЕК. 
3. 度量 空间 中 有 限 个 有 界 集 的 并 集 是 有 界 集 。 
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. Ba, be E, RIE A+ dCa, b) 0, T] BCa А) СВОБ, д). 
， 离 散 空 间 的 任意 单 点 集 都 是 开 球 。 
.着 x B(a,r), W d(x, B (a, 2d(a,x) - r. 
+ b€ B(a,r), M80220, 使 B(b,6) CBr). 
. EÉx€B(,rofiBO,r), WAAS, BG) C B(a, 
rD NB, r)a 

ә. iu [)B(a,r)= (al. 


LES 


oN Ф mos 


$5 度量 空间 的 拓扑 


(topology of metric space) 


设 4 为 度量 空间 (B,G) 的 子 集 , 若 对 于 任意 xE А,Ж т. >, 
使 B(x,r:) 忆 4 时 ， 称 入 为 开 集 (open set). 

显然 空 集 是 开 集 ， 互 本 身 也 是 开 集 。 开 集 具有 下 而 性 质 ， 

a 。 任 意 开 球 是 开 集 ， 

Sc E, # x€ B(a,r), Whe door. 4 =r 一 
d(a,x), 4 yC BGx,r OB, 4(а,у) @(а, x) talx, y) <r. Ж 
y€B(a,r), Bi В(х, к.) CB(a,r). 

b 。 任 意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 。 

Bhe 是 开 集 族 ， a= ДА, WAHR. ERE, 


#хЄА, WAEL, xc А,, РЕЖ 使 B(x, CA, CA, 

c 。 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 。 

就 两 个 开 集 证 明 即 可 、 设 A1,As 为 开 集 ， 若 xE A ПА, 
BETE гаа, ВО, п) CA, Bx, r) CAG r= mintr), 
WB, rc ALD As. 

{Н ЖЕ ЖШ Л ЭЖ EER BIER 

1 
如 人 (1 一 二 1+ 小 )= ожа. 


ant 


„+ 


RAR BREST E. АПШЕ AMF BR (ореп 
neighborhood). @ A [S — T FABER TE Ж. Me ЯК 35 A BS 98 nt 
(neighborhood), phu, 34 А = {x} 时 ， 称 之 为 点 x 393838 

RER 。 由 定义 直接 推 得 : 
对 于 任意 非 空 集 4CE 及 任意 r>0， 集 
VOD = xix € E, d(x, A) <r} 
RANT BH. 

BAU EARRA, HAE BR SA LS, 
О, ЖАЙ ҖЕ (fundamental system of neighbor- 
hoods), WHERMA, 


(V. (A): p> 0} 


ROR A WE RR. HUE ИП, 
{в (a, 21): nnm] 
ER a RBM Ж. 

由 开 集 的 性 质 c 可 推 得 ; 

ЖЕЛ АШЫ ПЫ ЖОЕ AE 

定理 1 SAR DE, HERAA A BES A. 

证 明 ARRE GHIÍEaCA. Ar.>0, W Bie, c 
АРАБ EMS ДАЯ, 

BR Ад x POSER. ПИКА x 为 集 4 的 内 Ж (interior 
point), ЖА 的 所 有 内 上 吉 集 称 为 & 的 内 部 (interior), ЭА. 
下 列 关 于 内 部 的 性 质 成 立 ， 

a 。 对 于 任意 集 4，A "是 言 在 4 中 的 最 大 开 集 。 

SRL, HxcA' RUE x 的 开 集 U. СА, HET уЄ 
Us, HERA HRR., Hity A^, ФАИ, CA, A RE 
FR. 若 BC 4 是 开 集 ， 由 定义 显然 有 BCA"。 

b. ARGEREA- A, 


` 4“. 


с. #ACB, WA CB, 

d, XHE—XHBA,B, AANB =A NB, 

BeHOIDB'CA' B Ha AAIDD BBE (АПВ) 
HRA, WAT BR CAIB AAR WZ (АПВ) = А° 
^E. 

SEN AWA A ERY А Ab А (exterior point), E\A 的 内 部 
即 4 的 外 点 集 称 为 & 的 外 部 (exterior) . 

定理 2 AKEE 是 4 的 外 点 ， 当 且 仅 当 d 4070, 

证 明 Жа(х,А›>0,ШВ(х,й\х, A) СЕ\А, х БЕХА 
的 内 点 . 

反之 ， 若 * 是 4 的 外 点 ， 则 有 球 ВОР) СЕЛА. 对 任意 
УСА, Ady) > т. Bild A027 r>0. 

在 度量 空间 E 中 ， 开 集 的 补 集 称 为 闲 集 Cclosed set), 

空 集 是 闲 集 ， 全 空间 E 也 是 闭 集 . 

EXERR Б, (а, ноо), (7 co,0; ВНЖ, KERZE 
LBM, Са, 076 (a, BEAR 3E AR. 

FIR ИЖ ЕНЕ ДЕЛ: 

` a ЖЕНИ, RITE. 

MBE В (аг), Nld(ax)7r. Ф уЄ B(x,d(x,a) - r), 
Wd (x,y) <d(x,a) -r, FÆ d,a) 24(x,a) - d(x y) d(x,a) 
-dix,d +r=7, Bly? B (ar) i Bix, (х,а) -nN В (а, D 
=é. ШЖ ЕРК, ШИ ЕЙ. 

BRR Hi 

Star) =@CB(a,r) UGB (a,r)1, ` 

ШЇ B(a,r) $ BREAK. Sa NARI, BAM 
Ж. 

b. 任意 个 闭 集 的 交集 是 蕊 集 。 

c. HEREDES. 

这 两 个 性 质 由 对 但 原理 直接 准 得 。 
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设 4 为 度量 空间 B 的 子 集 ， 点 x€ E, 3 x ЕА 
ЖЗ ЖЕ, ЖЕ х 为 4 的 接触 点 Cclustkr point), ARBAB 
MAR HAMA (closure), PEA. 

可 见 ，x 不 是 4 的 接触 点 ， 意 味 着 它 是 EN\4 的 内 点 ， 即 

x€@A<=>x€ (Е\А)°, 

不 集 4 的 闭 包 是 4 的 外 部 的 补 集 ， 即 

AEEA. 

H ku piq X Fife UR ARA ТЈ, 

a 。 对 于 任意 А, ARS ASE BI, 

KRE, ZAVEZA 内 含 的 最 大 开 集 ， 取 补 得 和 是 仿 
AREA PIS. 

b 。4 是 闭 集 < 之 A= A. 

实际 上 , ALE So AREE VA = (XA) ФА 
<= А-А, 

c. АСВ, WACE. 

ЖЕ, BACB,HVAOVB, (VAY) 2(XBX, АС 
B. 

d. XH£X A,B, HAUB= AUB, : 

实际 上 , @CA J B)= (@(AUB)° = АПФ)" = 

(CGA) CGB) =@A09%B=%(CAU3), № АОВ = 
AUB. 

e. AX RAN BAR, IS B (OSdO,A) =0, 

实际 上 ，x 是 A BR <> x ERR MAB Ж 
«d, A) = 0, 

f. RAMA Ан COE IU (А) ЖОТА ЗЕ. 

XE E, AHER, ЖАС, (А),  хЄ 10, СА) 
(x, А) = (> x CA. А 

E. ВЯНКА КЕРЕЗИ. EEXCOT MEE BIET 
递增 序列 的 并 。 


. 4» 


ЖЕ E BAM BIB A= £ = Cos СА) = (уо А). 


aed 


HANH, WA-AS Vat-WA-(Y ULM, d 


E 


А eu. cro. 


h. ЖА WRMA PATA, JU x 的 任意 邻 域 w。 必 有 
TYn4 是 无 限 集 . 

ЖЕЕ, ИЕШЕ. SVN A= (ys yr НБ, dx, 
?0=re>0。 取 r>0, EB, r) CV, Hr <minfriyrz i re}, 
ЖАП BO 5 S E. FA. 

点 xE E, WR х ÉARIENABERIUEUMUA. Wx Ж A 
的 边界 点 (frontier point), AMM AWA ЖЕ. CAD EOS A 的 
边界 (frontier)。 它 可 以 是 空 集 。 WRA PER: 

a, F(A)= AR CENA) SF, (EMO, 

БЛ RE, BALH MR. 

b. 4 的 内 部 ，A 的 外 部 及 AMISSO, HUC 
并 为 全 空间 中 HD 

E= А+ (А)? +Е, CA), 

ВАЖЕ ЙТ, 车 a E 5，a 的 任何 邻 域内 均 含 有 的 异 
于 a 的 点 ， 则 称 a HAMA accumulation point). AA 
集 称 为 4 的 导 集 (derived set), iia’. 

АЙА е ARV, 使 УГА={а}, Шал BJ DM 
Ar (isolated point), 

BR, AME EHB SUR RAM R AREA, 


[ 3 4) 


1, ERAR LTA BHAT, fE ANB, BNA, 
AN BURA BAKES FERN, 


和 


2. ARARERM AFR НА, BHAT, E ANETE 
ЖАПВФ, 

3, W А ХЕ ЖЕ MENT, HUM EERE, 
ЖАПВСАПВ, 

4, WE: Bla, г) - BGunD,lHBCa, ғ) = B(o, 8 
RERI. 

5. Wii: (AUB) - A'UB*, 

6。 坛 证 任意 集合 4 的 导 集 必 是 闭 集 . 

7. ERE, $ M= (0,7014 xo OE po rin d tis 0 
At, y=0), Жмем", 

8。 证 明 [09,1] 中 无 理 数 的 全 体 不 可 能 表示 为 可 列 个 闭 集 
的 并 集 。 

9. 用 十 进 小 数 表 示 半 区 间 [0,1] 中 的 数 时 ， 用 不 普 数 F 
7 的 一切 数 构成 的 柴 设 为 4， 则 人 =A“ 

10, А-А RERO SE d E. (complete set), REH AR 
£0, 130T 3E O8 € 4-6 3E FR P c SEES, 

il. Фад) (A), B(A) - A’, 

a, HH: ЖАЛ, WACaCO, 


X AXE, WADE. 
b. HH. 对 已 的 每 个 子 集 4， 必 有 
а(а(А)) = aCA), B. KRCA) = ACA), 
c. EXE LINT TRA HAT  IEGAATSA, 
WA), ВСА), aCA*), BASAL TELE TARR SP, W 
有 其 它 关 系 : 
ACACA, А°соа(А°)С А)СА, 
A'CaCA)CBCA)C А. 
12. ЁШ. F ADCF, CAFE CA')CF.(A), 
在 实 直线 上 给 出 一 个 例子 指出 这 三 个 集 是 互 不 相同 的 。 


` 4. 


13. Wü. F.CAU BICF,CAJUPF (B), ERES 
出 一 全 它们 是 不 相同 的 例子 ， 若 及 由 百 = 0, ML F.CAU B) 
=Е,(А) UF, (В), 
14。 设 4 种 是 开 集 ， 试 证 
C ADF,GPUCBÜF,CAJDDOCF.CADB)C 
САПЕ, СВО UCB YFA) UCF. CA TF CB)2. 
在 实 直线 上 给 出 一 个 这 三 个 集 吓 各 不 相同 的 例子 ， 
15。 设 4 为 E 上 的 虐 离 ， 满 是 超度 量 不 鲜 式 (ultrametric 
inequality) 
d(x,z)&maxtd(x,y),dCy,2)). 
Җх,у,: € E, 
a, Wik. Faxy) Adly, z), Wde, z) = max(d(x, y), 
y ,2)). 
b. Wh: ERR DZ EIE, HARFER Y 
€ B(x,r} ABC yr) = Bx r), 
с. Жи, B3EBDRB (xr) SHAD, HAT 任意 
у © B(x,r), A Bly, = BOsr). 
4. 若 吾 的 两 个 球 有 共 园 点 ， 则 其 中 之 一 必 会 在 另 一 个 之 
th. 
e. 会 在 半径 为 > ТАЧНЕ Э r 的 两 个 不 同 开 球 的 
Burr. 
16, 斌 证， 离散 空间 的 子 集 都 是 开 集 ， 也 都 是 阅 集 。 
17. WE: ARR, MARYACA, 


$4 RES ARK SE 


(convergence of metric space) 


Ka ) 为 度量 空间 三 的 序列 ， 若 有 ooE E, WF ао 的 任 一 
PRU, HAN, Hn NJ, a, € И, а Ка.) 的 
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MBA (Limit point) 3X (a.) 收效 (convergence) 于 go， 记 作 
68.00, 

定理 1 Ca RF o 的 充 要 条 件 是 ata,,ao) 一 0。 

证 明 ” 若 a, 一 0, 出 对 于 任 一 Ee 之 0， 对 应 BCao,8), 有 Ne, 
“yn PN let, a,€ Blase), $E d(a, aD «e, Bll 4Ка„,ао)—0. 

RLS Hd (a.,0)~0, XDTa 的 任 一 邻 域 U， 必 有 B (an。 
5)CU, 对 应 8 ÉN,, "n ENS, d(ia, ae, Ро, E 
В(ш,е), Wa Aa. 00. 

定理 2 ” 尾 一 序列 不 能 有 两 个 不 同 的 极 恨 点 ， 

Ш # a a Ha,—b, a+b, W dia, =г, 对 应 
BG, V Ni Ч аЙ, a €B(,7), MBO), 有 


Ni, 4a DN: Bf, a, B (b, y. n 2>2max(N,,N,) N.a, 


€ Ва, B(5,7). HEAR GA BG, 2) 0 BG. 
=é. #8. 

由 定义 直接 可 看 出 ， 若 a, >m, Mia) 的 尾 一 子 列 也 收 敏 
Ta. 

定理 3 下 列 诸 条 件 等 价 ， 

в. Ook RARE HR; 

b. RAPA Foot eH, 

e, d(a,Ab=0, 

证 明 eb HEL ME-n, WAN BC DD, 


Mio, APB Tool РЭ. 

bec, Ha, a, WH 1, día, ,2)—0. day, A) 
& int dla, m) = 0,1 May, A= 0. 

ca, ABLE AUTEM e МАЕ. 

定理 айд АШ RA, GARY APART aa 而 收 
RF ali Л. 
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证 明 车 ao€A， 则 对 任意 ,在 N Gs SO TUUS À ffl 


点 a, 坟 ao， 序 列 (av) 是 异 于 co 而 收效 于 的 序列 . 

RZ, BAAR Fah CR Foch FA, W a 的 任 一 邻 域 
U, BRN, Mn >N. B, с. СО, Bla REAREA EE 
4 的 异 于 ao 的 点 ， 故 oo 是 4 的 聚 点 。 

设 Ca,) 为 度量 空间 的 序列 , 著 Caf T FUSE aC Е, 
则 称 ao 为 序列 (a ) 的 接触 点 (cluster point), 

由 定义 直接 着 出 ，(a,) 的 任 一 子 列 的 接触 点 也 是 (a, ) 的 接 
fA, Жа.) У] (convergent sequence), WiTH 
点 是 其 崔 一 的 接触 点 。 反 之 ,有 唯一 接触 点 的 序列 却 未 必 收 敛 ， 

Е ICCA, 00 § 1,0] 80 s (S 1, 例 5) AM, 
观察 一 下 收敛 的 意义 ， 

С(а,5) ф а.о, МНА У 《a(t)) 一 致 收敛 + 
akt), 

SER E, Ba Cla, DIP RMF as RHET 60, Ж 
Nos 4 n22N, В, día a) = max|a, (2) ~at) «e, RE IHE 
— t ЄГа,6], 10.00) -@(1)]< е. BY Ca COD. — ЗЕ 
at). 

Rz, #(a,(t))—kkšk Falt), BIXHE- 60,48 No. 
4 nN Bi, la. а) <e. W alaa) =maxla,(t) - 
ao(t)| «e. 

s фа. 一 ao， 当 且 仅 当 序列 依 坐 标 收敛 。 

当 d(evyao) 一 0 时 ， 即 对 任 一 620,78 No, Hn PNB], 


ы 00) 
x= la 


las? ~ at^ | 
£u 1+ а-а 


<, A3 n SNA, 对 每 个 固定 的 i, 


al 


site асе, B eei, Wi LOU 


Hj, BRU a оон}, ja - a1 0, Bla? as, 
RZ, BaMma i= 1,2,), WAE—e>0, fm, E 


5b 


p Kaa, scu. 


相当 大 了 时， qul EE <t, Mt das 00) «ce, 


12: rs 


{3 * ] 


1。 举 例 指出 一 个 序列 可 以 有 无 限 多 接触 点 ， 也 可 以 没有 
Xm. 

2。 设 (x,) 是 度量 空间 已 的 序列 ， 指 出 : 落 有 三 个 子 序 列 
Ca, 06540, (Xa DEKR, TC REC РЕ. 

3. REXA EU AUN REM AS. 

4. IEP aE Skil BUT, ЕНДК РЕВ. НЕШ 
BAB. 

5. FF] (an) BES T FUE — F b +£ 5), MU 
e b, 

8. 给 出 一 个 不 收 误 的 实数 序列 (x,) 的 例子 ， 它 对 于 任意 
6222, FNC x, eo, 


$5 жава 
(continuous mapping) 

RAE di), (Ej, d) 是 两 个 度量 空间 ，f : BLOB, WER 
Fao) WHEY GEES) ， 存 在 om BU CE 
Ei HD. ， 使 KUJCYV 时 ， 称 了 在 点 连续 (continuous at a 
point aD, ШЖ f 3k EMEA LER, WK 了 在 Б. 上 连 
ift (continuous), 

定理 1 b ]:(Е,&)—(Е;,4), FARES, 

a. јао, 
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b. XH£—60, 070, 4d (x,a) «OB , а,ә, 
Као) <е; 

с. КОС or 的 任 一 序列 (a), EA GG RAF 
Ка»); 

9, 3H Са) 09У, £C ) 是 ao 的 邻 域 

证 明 asb 对 于 任意 e>>0, 内 条 件 a ,存在 ae 的 邻 域 U， 
BICC В (Као), ғ). Blas О, 0220, 使 B (ao, 
OCU, #В(а,6)) CBC ао), ғ). HlsidiGx, a) <ó, Ш 
有 da(fCx) ,f(a0)) e. 

boe 由 条 件 b NFER, E> Eb. H 
aa, WHOA no， 当 nno BF, di (а, ,00) <0. ЖЕНА 
dE b, dafla), Caen Bila.) бао). 

cd BM, fla) БФ ЖУ, OORE av WPR. 


EMEB Cen, 1) 中 必 有 a, € 1^ CV) ,得 到 序列 (a, BOT mm。 由 


ЯЕ с, а.) Ка). {В f(a.) € VFB. 

dea (ао) У, UAT (VEIT, 

定理 2 Hoc BE 是 集 4c 瑟 的 接触 点 , B 在 点 ao 连 续 ， 
则 f(ao) {CA BOSE MLA 

证 明 BV Јао), M| 三 :(Y) 是 m 的 邻 域 ， 因 此 
AY EANIMV), 故 有 1(y) EHA)NYV，。 

定理 3 设 f ;Bi 一 E:， 下 列 性 质 是 等 价 的 ， 

а. TERRE 

b。 对 于 EE: 的 任 一 开 集 B , (BALE PIR, 

c 。 对 子玉 的 任 一 闭 集 忆 ,三 !(B) 是 已 中 间 集 ， 

d ЕА, ЈАС СА). 

证 明 asd 由 定理 2 立即 得 知 。 

dc WEBARBABA-ICUO, WICADCB-B. 
ШАС B= А, ПАСА. Ж АЗЙЖ. 
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c >b HORNE SUR XGA GAB) SP CBB) 
ER. 

boa BV and Bee, RE Сао) HIF BRE WC V, 
TOP ES m 的 开 集 且 包 含 在 Om. Aii L A f 
在 每 一 点 mw 是 连续 的 ， 

必须 注意 ， 在 连续 映射 下 开 《 亲 和 集 的 象 未 必 是 开 〈 闭 7 
Ж. 例如，x 一 ?在 RR 上 是 连续 的 ， 但 开 集 (一 1,1) 的 象 是 [0， 
1 ) 不 是 开 集 ，x —l/xfeScEDÉ B= (1,00) LEER, (RE 
集约 象 是 区 间 (0,1;， 在 RR 中 不 是 闭 集 。 

定理 4 E JEE, g! EE, F i Euni, g 在 
Ка) Ж, Ш п вп. Я ЛЕЕ ЕВ, ВЛЕ Е. 
LER, Wh 在 E: 上 也 是 连续 的 。 

证 明 РЕН (оо) 的 邻 域 ， 则 由 定理 1 知 g KW) 是 大 oo) 
ШЫ, Lg QW) ae f ABE HF [g (OW )1 = 87 QV, 
故 甩 在 go 点 是 连续 的 、 

由 此 直接 推 得 第 二 部 分 的 征明。 

HERREN, AX EHDTÉ, Kaka HAM K, 
а ФА, } JASHENC E АСЕ, dR. ХЕЙ 20, 
7620, "x € A, doxa) «OI, HA dia’) «e, Ж 
4x CARAT a BJ, Bp 4(х,а)—0Р{, f(x) 的 极限 (limit) 是 
a CE, Эа =), BR, MA a EA, Ha =j), 


z4 
这 个 语言 和 记号 表示 1(%) 在 a 点 连续 ， 

a SE, {Ох} x( € AVANT eR, Ry ot 
Foe ЯУ A a TEE PREV, ACV AD 
ev’, 

APE хв, АЗИИ ИГЫ, ИЛЕ RE EE 
ШШЕН. У ЖЕЯЈ Е. 的 映射 ，a € EH a 2 E -iaht 
Bus, WA: 
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fa RR, 4 HY fa) = lim fO), 


定理 5 RIXACO,DSG RH, HacA. 
SRP АЗЕ а RAM СЕ, ABDDUIT AST OCT 
2 的 序列 (a,), 有 a = lim f€ а,), 

Ш DEH: ан, На - lim 0х), BIXHER 


£20, 400,9 d (x,a)«O0 时 ,有 dia FD) <e TORT: 
得 于 a ， 即 对 应 b>0, 有 N， 当 nn 之 对 时 ， 有 d(a。.,q)<6. 于 是 ， 
e>, UH NODI RNO, A dla, flad) е. BJ 
a’ =limfla.)}. 

完 分 性 假设 相反 ， 对 于 每 个 4 的 收 伍 于 “的 序列 Ca,)， 
На’ = lim Ha), Wa RA f ЖРА o 点 的 极限 ， 则 存在 
020, 对 任 一 正 整数 mn， 存 在 a.€ А, E dG, coL 
dila, fla, Ze。 如 此 做 的 序列 (on) HET ай, 但 a” 
* lim fla,), JR. 

dE J: Gn dO Endi) XHEER S033 970,25 (х,у) 
<0, f d, C0, Су) eB PR 128 EB) Роу — БОЕН 
射 (uniformIy continuous mapping). 

出 定义 及 定理 工 立即 得 出， 一 臻 连续 映射 是 连续 的 ， 

RH, KATRE. AW, BAr ERETI 
连续 的 。 因 对 已 给 270, 2 GcraY x? -n(2x c ay 48948 
XB. 

THES LB Rak atap ВОВ. аа ша 
X —axERXRSIRBEIEUE (x,y) 一 x ?都 是 一 臻 连续 的 。 

设 产 (EUdD 一 (Ezyaz)。 著 了 是 双 射 且 了 和 六 都 是 连续 的 。 
则 称 了 为 同 旺 映射 (homeomorphism mapping), ВХ ВЕЙ 
(bicontinuons mapping). FALSE Eg. SE IE ЕШМ. # 
ТЕЕ ЈЕ ЕТЕЙ, в 是 Es 到 E4 上 的 同 胚 映射 , 则 gof Ж 
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DEA DS EC LEURS EE I I MEI 
3) R {РШЕ x 一 “不 是 一 致 连续 的 ， 如 果 二 度量 空间 B; 与 
E, 之 阅 弃 在 同 胚 映 射 ， 则 称 它们 是 司 胚 (homeomorphism) 的 ， 

设 1:(E,d) 一 (Essdz) 是 双 射 ,对 E: 的 任意 元素 对 x Ly, 
ER di) = d 0х), КУН, 称 f 为 EF) Fs 上 的 等 距 映 
射 (isometric mapping), MAAR aS BIS RIE. PEA eS 
空间 (isometric space), 

由 距离 产生 的 一 切 性 质 对 于 等 距 空 间 来 说 是 没有 区 别 的 。 

等 距 关系 是 向 胚 关 系 。 同 胚 芜 系 是 等 价 羌 系 ， 但 未 尼 是 等 
BRA. 

И 实 直 线 R 和 开 区 间 (-1,1) 在 通常 距离 下 都 是 度量 E 


M. Фо = ро VIERA! ВА, ros 


us PR ГАБАН, dos TR. BRE 


ЄВ, ВЕБЕ ЕВО. 

在 和 1 习题 1 中 我 们 已 经 看 到 ， 在 同一 个 集合 上 可 确定 不 
GES RN ERS dd 为 集 马 上 的 两 个 距离 ， 
确定 (E,d.),(B,G:) 为 两 个 度 重 空间 。 若 (E,d1) 到 《(E,d:) 上 的 
恒 等 映 射 x — x 是 局 凸 的 , 则 di1,d, 称 为 等 价 距 离 (equivalent dis 
tance) BOXE HSH) BEM (topologically equivalent distance). 
这 时 (E,d) 与 (E,d) FSR. SSE I 
SILA EHI (topology), BSR SA 
ih. 

§ 1 习题 1 中 给 出 的 三 个 让 高 是 等 价 距离 .y 

在 网 胚 吴 射 下 保持 不 变 的 性 质 称 为 拓 四 性 质 《property of 
topology), SiR, AR. РО. АЖ. ЧЕ. JO dp. 
SERBIA. SPER. ЭҢ. ИЖ, ЖШН. Mb. ШИ. ШЙ 
д. ЖА. ВЖ. Ман. ЖеНа ЕЕ, VG JF 
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ж. PRR. ЭШ, Чё, RAR. -- RE a HE A 
ER. 


D 3 m 1 


1. BER x RETREAT Gc S m xy 是 连续 的 、 
2. IER BR BUR x =! tex #0 的 点 是 连续 的 。 


3。 试 证 R x REI RERA) (x, y)—sup (x,yE (х,у) 
一 inf {x, 妇 是 一 致 连续 的 。 
4。 实 数 集 R БЕРСЕ Е BI. 
5。 对 于 度量 空间 的 任 一 非 空子 集 4，x dn AD E 
一 致 连续 的 ; 
6。 设 ]: (CE.,d1) 一 {Ez,d:)， 指 出 下 列 姓 质 是 等 价 的 : 
а. f Rea, 
b, MTEWEPTRA. HP1CASC(F1CA)) 
c. ЗЕЕ ТЕА, APIS A), 
7, MB EE f RTA CEE AOR 
ХЕРА, 
8, Жа Шт ЈСО bo lm GO, Bja =b. 


9， 设 了 着 度量 空间 Ei 到 EE, 的 一 致 连续 映射 ，g 是 BB 
Es 的 一 至 连续 映射 ， 则 h = g*f 是 B, 到 Es 的 一 臻 连续 映射 。 

10， 对 子 任意 度量 空间 E ， 任 意 实 数 r >o Rite TH 
ACE, ЖУ.(А)={х:хЄ E ,d(x, A) &e) ME. 

11. BEARERS d E E x E 到 R 的 二 元 连续 函数 , 即 当 
Xe yay В, FTA, y) (хо, уо). 

i2. ЖА, BHERSA EMIRATE, WWE an P= 
АПВ еф, НЕО DA RTAV DR ОПУ. 

н. ЖЖЖ E poe RAH ERER, 
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14. ҖИЗ етап. Sx € (0,0 ажна йр, 


(p, = 1889, JG) = T, SENSERI, f(x) = 0,800, 
上 的 连续 性 。 
15. 车 b= lims(x), Wb € FCA). 


121 
16. B а EPRI AUR, fy ESE RRA. 
车 了 在 a 点 连续 ， 则 f(a) 是 序列 (f(x.)) 的 接触 点 。 
17. 设 了 是 度量 空间 E 到 度量 空间 PF 上 的 连续 映射 ，{V， 
:和 € Т) РИЙ, ЗАСТ, JEF КУЕ 
ЮЖ ЧУ) ЖУ, КИПЕ, ШЇ] E ES] F ҮЖЕН. 
18. 设 已 .F .G 为 三 个 度量 空间 ， 了 是 了 到 了 的 连续 映 
St, ЕЖЕСИ, 试 证 如 果 1 是 满 射 ，g。f 是 E 
5)G.ERIRIEBRAT, Ws E ES] F ЕҢ ЕВА, Hg EF S| 
G LAB. 
19. SA, ВЕШ ТН BC A, a CB, Ú) f:A EX 
ФА RII XT Bi a ARR. 
20. B f, в 分 别 为 度量 空间 (E,d) 到 RR 的 映射 ,xo СЕ. 
车 了 在 x REESE g 在 x 点 不 连续 ， 则 1 x g 在 хо 点 是 否 必 
不 连续 ? f + g 如 何 ? 
21。 证 明 在 F0,1] 上 不 可 能 定义 一 个 函数 ， 它 在 每 一 个 有 
理 点 连续 ， 而 在 每 一 个 无 重点 不 连续 。 
22. DEE RM RB x), MRM ERR с 
(xifGoze) (xf) <e} 
恒 为 闭 集 ， 则 f(x) 是 连续 函数 。 
23. Ж dd, 都 是 集 忆 上 定义 的 距离 函数 ， 则 下 述 诸 条 件 
En 
а. атат, 
b. HFERIE-Ax 及 正 实数 8 ， 存 在 正 实数 9 ， 
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使 得 任意 y CE 
车 а,(х,у)<д,Ш h(x, y) «ces 
H d(x,y) <0, W dix, y) «e. 
c. SEPEIBASIOEEBAx, 
limdi(x,,x) = 04 limda(x,, x) = 0, 
24, ЖЕЕ, ХРИ Hd, ME 


, = 40,5 
d'(x,3) Ir ála, y) ‚ x y EE 


Wd’ ЖЕ ЕШ ЩЙ. хта, E EH LB), WEB Ma’ ER 
WEN. 
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第 二 章 ”各 种 度量 空间 


(various metric space) 


$1 可 分 空间 与 子 空间 


(separable space and subspace} 


RA ВЖНЕШЕН ЕН ЕЕ. BME RBA 的 接 
BA, ШВСАН, KART BBR den), HH, 4B = 
EM, ALE PRR, 

定理 1 下 列 各 条 件 等 价 

а, АЖ ЕҢ, 

b, ЕТЕ — ЛЕП, UNAZA: 

c 。 对 于 任 一 点 x€ E 及 e 70, ЖАНН a, й dian 
<= 

日 。 对 于 任 一 点 x* € E, APLAR O), # ix mx. 

WR, a => b 车 有 非 空 开 集 U HUN A= é MIU A = 
Ф, УЕСАЖЖ. 

bc MEM e 20, BABO, о) DAS $ iliac B(x, 
ena, АЖЖ а, f ба, е. 

ed ПНЕ n DAC СА, В dox) CT. ЖА 


中 必 有 序列 (x,) 使 xv>x， 
4a 根据 第 一 章 § 4 定理 3 ， 巨 的 任意 元 未 都 是 4 的 
Hb ВЕСА, 
稠密 手 在 分 析 学 中 是 很 有 用 的 。 当 考察 度量 空间 已 是 否 具 
有 某 种 性 质 时 ， 先 在 它 的 某 个 钢 密 于 集 土 进行 考察 ， 热 后 通过 
е. 


级 限 过 程 ， 可 得 出 在 E 上 相应 的 结论 。 

定理 2 WAR 、C 是 度量 空间 FE 的 子 集 . HART BM 
EL BXTCHU, MART CHE. 

WA Шей, ADB, BIC, KADBOC, MAK 
тс. 

ЖЕНЕН E £ PTE A Е ЯЯ, MRE AT 
分 空间 (separable space) , 

Bi! nn 维 Enclid 空间 是 可 分 空间 。 

ЗЕ, MR ABA ROE oy a RE 

B2 ARP Rm hE doy -suplxi-y;l, md 
度量 空间 ， 但 不 是 可 分 空间 ， 

竹 际 上 ， 设 4 为 坐标 由 0 ，1 作成 的 序列 的 Ж, ША Ж 
不 可 列 集 ，A 中 任 二 点 的 臣 离 是 1。 营 台 是 可 分 空间 ， 则 有 至 
EARR Ao Em dB. Ж {Bla,- :0€ A) DM 


à. 
否则 ， 若 有 хет, MAEM aC As, x € BG, 3,8 


B (x, +I A= $, 5 Аз ӨНЕРИ. 
MCA RH CE 个 B, ior (aC A) , BARTA, 


而 A WAL, BDE x, y C АЗЕР B a, D 中 。 
124053 9000) *dG, oc o2, 
TUR. 
ЗЕЕ (G ACL) 称 为 庶 量 空间 BE 的 开 集 基 或 基 
(basis) , 4 Rf EM SPARS S EK G.L C LIW TK 
[EM 
定理 5 KIC UCL) 是 基 ， 当 且 仅 当 对 每 个 x € EE x 


TP 


的 每 个 邻 域 VY ， 存 在 NC L, fx CGC, 

证 明 DE. нж Лх ҮСҮ, Нед 
G 的 并 ， 故 必 有 n CL, M xC G, V. 

充分 性 。 如 果 条 人 忻 成 立 ， 忆 是 任意 开 集 ， 对 每 个 x € U, 
Жр CL, xG, cU, BiU | Је, ocu, 


acu 
定理 4 ШШЕН, ЧЕЧИЛЕР А 
数 的 开 集 基 。 
证 明 ЗМЕС. LETHE, a ЖО, 的 点 . 则 任意 非 
空 开 集 是 某 些 С. 的 并 。 因 之 它 和 至 多 可 数 案 {e.j 的 交 是 非 空 
B. 
EI. BRAKE NTRP Rte HEE PMR, MRE 


{Bia 25) BE MAMTA, 
实际 上 ，、 对 每 个 x€ E MET >O, Amen, IE 
要, 有? EN ta, CR (x, 1) BORE CB ta, L3. 8— 
m m 
BH VED (а,, DO doux edoa) «d, 9 «3 < 


r, FP В (а, I CBG D Вз #НЕ, 


МАЛЕННЕ ТЯ, BH Q3) d(x,y) R 
WE Ах АБ, ЖА БЕЙИ, RENE КЕЕ АК 
的 诱导 (induced) . Hie КЕНДЕ CIS BE ЖК = [НК 2 2o Be Et sy a] 
五 的 子 空间 (subspace) . 

定理 5 ЖАСРЖТ РШЕ, SEDE E 
FEHRG, fik A- GIF. 

WA, 若 e € F, WD F ГВ (a,r) 3k F PTR, M E hr 
FEG, 使 及 =GTF,x EA, WA r0, й B(x,) CG, W 
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x€ F BG, СС П F = A. 这 指出 A 是 F 中 开 集 ,反之 ， 
若 和 4 在 子 空间 F 中 是 江 集 ， 对 每 个 x € A, dirG020 fi ЕП 


B Gor) C AXE A = U (F NB 0,0) = PNG, 其 


HG = U B (х,а), HEE 中 是 开 集 。 

推论 1 ”了 中 任 一 开 子 集 在 B 中 是 开 集 ， 当 且 仅 当 五 在 了 
中 是 开 集 ， 

推论 2 x € F ，F 的 子 集 W 在 F 中 是 x 的 邻 域 ， 当 且 仅 
当 W = VN F， 其 中 V 是 x 在 E 中 的 令 域 . 

推论 3 ”点 x € 了 在 F 中 任意 邻 域 是 E 中 x 的 邻 域 ， 当 是 
仅 当 P 是 x EE 

Bits 集 B CF 在 子 空间 F 中 是 闭 集 ， 当 且 仅 当 存 在 E 
PHBA, 使 B= An F, 

推论 5 ЕЕ—Ю+{ ЖЕН RAR, 4RN FEE 
TUERI AS. 

EMG ИРЉЕШИТЯЖ, HE Ax € F Z x fE F Ë 


的 每 个 邻 域 WW，W 在 E PRAWE x EE HRR, 
证 明 BEX, HEPA x 的 开 邻 域 ,使 Cn FCW.A 


MEWUCW, Hy EUV EYEE HHE, WUN 
VE y EE POOR, 因 F (QUO VO FEN, (К NU) 


NAVAS, My CFNUCW, ЖОС, 
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1, EMJET SE УИА Е ФЕ, 

2。 可 分 度量 空间 E 中 所 有 孤立 点 的 子 集 是 至 多 可 数 的 、 

3、 可 分 度量 空间 中 两 两 不 相交 的 开 集 族 {0,: EI} 是 至 
多 可 数 的 。 
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4. ВАЖНЕЕ THE, B Rx € A НАКИ x, у) 
NA= é x 的 集合 ， 则 日 是 至 多 可 数 集 . 

5。 可 分 度量 空间 的 每 个 开 攀 盖 中 可 选 出 可 数 开 覆 盖 。 

8. FE TS BC FAST BD F. KER ABE 
вй, 

7， 可 分 度量 空间 的 任意 子 空间 是 可 分 的 。 

8， 设 入 ，B 是 度量 空间 E 的 二 非 定 子 集 ，C 是 ANnB 的 
. 子 集 、 若 C 关 于 有 及 关于 昌都 是 开 集 ， 则 C 关 子 A ВЕЖУ 
s. 


9, EFH R 上 给 出 一 个 子 空间 E 的 例子 , 在 E 中 有 一 
AFRAAR, {ЖЕЙ —A BI pk 3: Jt Ж, 但 不 是 开 
ж. 

10, HU ERS ETRE RIOS. ENT 
ALE PEHAR, 2 ELDOR ATHE A ПО, ATU АЙЖ. 
11, ЖЕФ $ A By ERE locally closed) 的 ， 
如 果 对 子 每 个 x € A, FIX КАЖУ, HAL VRE VR 
Hj. WRH Et RAT Qs ЕРЕ U s БРИ FRU 
ПЕ. 
12, RE WAHRE Н, E HT REA BIER Н Conden- 
sation point) x Kd x 的 任 一 领域 内 有 从 的 不 可 数 点 集 , 试 证 
а, HAABEA, MARESTER. 
b, HBARAMRRAR, ПВО AE B ШЕ 
EN, ЖНА ПВА, 

13。 设 互 为 可 分 度量 空间 ， 了 REGURPUHEEGAAI. NOR 
x 存在 领域 V ， 对 于 任意 点 zx € V, BASO fo) GE TG) 
<] (хз) ， 则 称 了 在 六 点 到 达 办 关 极 大 (relative maximum) 
或 严格 相关 极 大 (strict relative maximum), iji f BAP 
相关 极 大 的 点 x € E 的 集合 M 是 至 多 可 数 的 。 

14， 试 证 可 分 空间 的 连续 象 是 可 分 空间 . 


` 64 ~ 


$2 Ея 


(complete spaces? 


OU BERE Е PRANTE 60, No, E 
n,m2 Noi] BA d(x,,x.) <e, MEE Gc 29 8 9 fundamen- 
tal sequence) 或 Cauchy 序列 ， 

基本 列 也 可 以 叙述 为 如 下 的 等 价 形 式 ， 

设 (Ce) 为 度量 空间 EE 的 序列 ， 医 对 于 任 一 >>0, 有 Ni 
Мио В}, EUR d(x xs) <. 

HELTER: 

a 。 收 敏 列 必 为 基本 列 . 

实际 上 ， 若 G.) ЭЛЕ], WA xo $Ë x.> ха, ЯРЧЕ 
一 E>0, 有 Ne。 当 w>No 对 ,有 AG, un) < FEN п,т> 


Noll], d(x, x.) EAX, Xo) d Gt, x.) «Ce. 

o. Бизле. 

如 { 《1+ Dec AG pl B В, 

c 。 基 本 列 的 点 散 成 的 集 是 有 界 集 。 

BOD AMAT MINH 1, 有 No m nz» No Bj, dG, 
х1. 4 

з= max/d Qo , x; d 6,99 D, уй (Ху, Xo) Thy 
ШЕ n, BH x. Є В (ху, rn COO BARR. 

d. GAPE дай ЖАЙ, 

设 on 为 基本 列 fx,) P ER W Ce ATIA oes KAF 
m. MHE—e>0, iN En mL, d Gs o. <+, B 


(x RRA WN: Sam DNA A On ux) СФ No 
= лахі, №), n SN eit к, Na, dO x) Sd, 
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x.) tdOn uas) < э t > = el x.) CURL LM o G.) 
的 极限 点 。 

着 度 量 空间 E 的 任 一 基本 列 都 有 极限 ， 则 称 E 为 完备 空间 
(complete space) , 

由 Cauchy ik ef JI Sa Sei Re НОЕ ЖЕ Ж se E l, 

例 1 ni&Euclid 空间 是 完备 的 。 

实际 上 , 设 (x") 是 任 一 基本 列 ， 其 中 x = Cel xt, 
因 


EO 
Ја DL Т? odorum, 


ОАЖ, AOD 也 是 基本 列 。 由 实数 空间 的 完备 性 ， 
xt, {йхїә=хї, Wu = Gg xir xD ER, B. 


d (x*,x°) xeu c. 


Bp Ge) E RP ROE х", onm 为 完备 空间 。 

例 2 Cra,5] 是 完备 空间 。 

设 4,) 是 C-q,b] 的 尾 一 基本 列 ， 即 对 于 任 一 s 之 0， 有 N。， 
Hn, N tsd, = max |7,60 -fu | o РР 


一 x Ela, bl BH 17. 0 — fs GO | <=, BOSE IET x € La, Б], 
(J. (90) 是 收敛 列 . 设 其 极限 为 Оо . 则 了 (x) 一 致 收 雍和 Рос. 
由 数学 分 析 知 连续 通 数 到 一 下 次 化 的 极限 必 为 连续 函数 ， 故 
了 EC2-oD]。 

定理 1 (Cantor 闭 球赛 定理 ) Wt (B Gord} 为 完备 
HEBES APR, HEB Gr) C B (arn, Brent, 
МНЕ Ro, # ас DB Gro. 

ER REFI), НЯ, чно В, a ЄВ IC 
rid „Са, a) ras Br > 0, HE et, AN, n № 
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Bj, г. е, FEY ит, а, уа.) rs нс оен е. 
Ж (а) ЖЖЖ. MERGES, Ма) а. ЕИ 
т, 4 т®тї#, а. ЕВ G,,r.) B. B (Gur) BR, ü 
don nIm KRF а, а € B dy re) MEA В (аг). 


da be Ñ B anra), a+b, d(a,b) >0, da, < 
4(а,а„) * d(a, ,b) 0,08. 

值得 注意 的 是 非 空 有 界 闭 集 的 下 降序 列 ， 其 交集 却 可 能 是 
zh. 
例 3 EXON RPE 


.. Ix-»| 
d(xsy) BOITE 


KF.-[n,*o5),n-71,2, «TA, ФР, 是 有 界 闭 集 ， 而 
Np.=$. 


эза 


л АЯ, MEENA 


1 
| 1+ mtn 如 mn, 
0 如 т=п. 


BR Bima, Kit J p= tant, J. 


则 {B,，n CN} 是 非 空 阅 集 的 一 个 下 降序 列 。 SE B= 9 
BRNO RHI, 

空间 的 党 备 性 不 是 拓扑 性 质 。 

ИБ ”在 自然 数 集 N 中 规定 通常 的 距离 为 aj, ШОМ, 
是 度量 空间 ， 而 且 是 完备 空间 。 若 规定 距离 0 


mcn. 
m*n 


апи) = , 


SUD GN d) ЖЕ, BS EB AUTO GO 就 是 一 个 不 


n^ 


收敛 的 基本 列 。 
又 如 (- eo,+co) 和 (- 1,D 组 成 的 两 个 空间 是 局 胚 的 , 但 
前 者 是 完备 的 ， 后 者 不 是 。 故 完备 性 不 是 拓扑 性 质 。 
NTEERSME, ФЭ Хх, RetE>XRSH 
ВУ, о CE) = X, WOO RA E Se d He e e dd 
SK (completion) * 
EE? 任 一 度量 空间 有 完备 化 空间 ， 除 等 距 不 计 外 ， 完 
备 化 空间 是 唯一 的 。 
证 明 设 E 为 度量 空间 ， 今 考察 BE 的 所 有 可 能 的 基本 列 
{as)}, 在 其 中 引入 等 价 关系 : 
Y n>, d(a,,b,) 0 
时 ,规定 (qa,) 一 (b,)， 显 然 ~ 是 等 价 关系 。 按 此 关系 分 类 ， 类 
所 构成 的 新 空间 设 为 X 。 
SEXPSAHN, WE, JEX, BRE, FH PAR—P 
Ж] GC), Oe) ME 
d (8,9) = Штабу). 


为 了 证 明 这 个 规定 是 合适 的 , 先 证 lim dG. y ) REM 

实事 上 ， 因 

dG y Sd(x,,x,) TA Vn) dO ys 
有 

dGx, sy -dG Ya) Sd(x,,x,) + dy ys), 
pig EJ 

dO, y.) - dO y) Sd(x.,x,) + @(у„,у„). 
Ж 

ldGxs y = Aln y.) | dx, x, HAY Inds 
AAF30069 AM, AG), GO RRA, MERT, k 
(GG. 3,0 EERI, ШЕЖЕ И, W (dO. y 
有 极限 存在 。 
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FUE (5,509 Е, ЗОВНО ЙЕ) 0с), Су.) 
BR. HEY, GOMER, FARIA H 


йбх.) SEK aXe) T d(x;,y.) TAY ed, 
可 得 

lim d(x, y) «lim dlx," y, 
AET 

limdan ya) «lim dc y , 
[4 

lim dx, Ya) = lim dey), 


ARIEL, УЕД. 
1, НАЖ di( 8,5070 ESRF, 
2. BOGBIEXEE TORE, F, F, WADER, (у) 
€ 5, UVEZ, MBRA 
4G , F) 5 imd, y) «табло + ima Os, 
2)-d,3)td( 3, 8). 


再 验证 XX 是 完备 空间 ， 设 (x OJEXIHMOR TI, ER, h 
任 取 序列 (xi La; :: RUOTE EE TI, MTER Ku, fm 
kB, 
аг], 
观察 序列 
CC 
先 证 它 是 基本 列 。 
由 同一 元 素 作成 的 序列 称 为 常 驻 列 ， 显 然 常 驻 列 是 收 伊 列 
ART RH. Bil 
х), 
+ + 


BRA dy) -di(R, y). 
REI O ) 的 每 个 元 素 , 做 一 个 常 驻 列 〔xf лї. 06 
GIO, TR 
dE. lim d Gta) <, 
而 且 
аки, xp) = Ed 
di (R. RO dO ET) SACK REP L. 
对 任意 e>0, Noo, щи, mm 时， 有 
1 1 z x 
ru T x < + EDS. 
于 是 ， 当 n,m2 m В, E 
dG. x LE, 
Wo Gd xi озат O ERARA, MAFRA SH, 
dKX,R «ACE, RAD +Ф@( HI, ROS 
ACB, RIO +1, 
ЖЮ G ) 是 基本 列 ， 记 以 当 充分 大 时 ， 


aR, RID = Нш dd ox. 
pes 


койп cs, WG CE. Ka) <e Big. 3. HX 
是 完备 空间 . 

ЖАШ ЕБ ХЕ Т ЖЕН. RAP АИРИ АЖ 
合 为 Bl， 令 9 ЕЕ xš, jo AEN E 上 的 一 一 对 


E WEE) EZ y) EF, Wiz, F) =d (оу). o 
ЖЕЗ] Е, LAFER. 


对 于 任意 e>0, 和 任意 元 素 CX, Ни. КЕ, fd 
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6G, RO e RRL BS SEA (x 0, n Lim 


时 Фх„›х.)<е.й FSB ORIS RI. CES T 
B di C$, €) = lim di, x.) «e, 


综合 上 述 ，X 是 EE 的 完备 化 空间 ， 

男 外 ， 我 们 还 证 明 B 的 完备 化 空间 除 等 距 不 计 外 是 唯一 
i. 

实际 上 , 设 (Y , p ) 也 是 8B 的 完备 化 空间 , 则 了 AF š HI 
En ASB g: EE, E,= Y 

E»cY, WE E: PARNO >y BE OD = 
Xs， 则 (x,) 是 巨 中 基本 列 ,而 常 驻 列 的 类 (WX ,) 是 E: 的 基本 列 。 
由 X 的 完备 性 ， 设 = lime, PEREI, AX BLY 的 
等 距 喘 射 。 


实际 上 ， 这 个 对 应 显然 是 一 对 一 的 ， 而 且 当 入 对应? Ж” 
对 应 > AL, A 
lZ, R’) =1йї@(х„›х„/) = limp Gu) $6002 
EPY) 
eX Al Y ASPB, 
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。 试 证 完备 空间 的 闭 子 集 是 完备 空间 . 
. ЕЖЕ P E Bak PI T Ж. 
。 完 备 空间 未 必 是 可 分 空间 ， 观 察 m 空 间 ， 
。 举 例 指 出 完备 空间 的 连续 象 未 必 是 完备 空间 。 

5, TERCER Gdy) = Ix у], (х,у) = 1x - tl, 
指出 这 两 个 距离 是 拓扑 等 价 的 ， 二 者 的 Cauchy 列 是 相同 的 ， 
但 它们 不 是 一 致 等 价 的 。 


жоо M к 


п 


4。 设 9 为 定义 在 区 间 0<x< + oo = MBSR 数 ， 
Hp = 0. 29220, 600670, Bo (a +) «eGO rem. 
设 dx. y) ER ERER, Md (ху) = e(d Go JE E ENS 
一 个 距离 。 

a., HHA PEA n=0 ERN, WER dH d i 
一 致 等 份 和 的 .反之 ,如 果 对 于 距离 41 有 点 xo 扎 B EPE EKI 
зж, Hd Ads RASH, We EA eH 0 是 连续 的 。 
b. 证明 函数 
ul (0<r<1), log(1+u), u/l+u, inf (1,w) 
狂 足 上 述 条 件 , 用 最 后 两 个 可 以 看 到 对 互 上 的 任意 距离 ， 有 有 
Lim CI a 

7， 设 (5,d 为 完备 度量 空间 ， 人 为 互 的 开 子 祭 列 必 ,) 的 

Ж, Е = EW., PAREI R y, È 


Розу) = 1 


1 - 
kes diy, By |" 
Ф.у) = fon / At fsa), 


d. 653) = do) + ула, Go) 72", 


指出 在 互 的 子 空间 4 上，4d. RS, CHAT d, НХР 
距离 4. ，4 是 完备 度量 空间 ， 
8。 设 (BE,d) 为 完备 度量 空间 ，T; E> E WT HE he 
ODRES x, YEE, {НИ 
d(T(x),T(y)) «&ad(xs3) + 
试 证 2.4 xS TOG пе 1,2,9, xe EWE Gc) 
是 基本 列 。 
b, Ф xt =limx., MÜ TG) =x", 
c, T(x) =x, M| хех". 
9。 在 完 名 度量 空间 (E,d) 中 ， 车 闭 集 列 {Fain EN} 
的 并 集 F 具 有 内 点 则 必 有 某 个 4 , ВР, 具有 内 点 (Baire theo 


“11+ 


Tem), 
10. ABRE ХАТЕ. BALMER Cauchy 
Fl X 86. 5 88, хава. 


$3 扩张 定理 


{extension theorem) 


定理 1 设 /和 & 是 度量 空间 (E,d) 到 度量 空间 (E,d) 的 
两 个 连续 映射 , 令 4= (xt f(x) = g GO RCE} MALE PE 
m, 

证 明 ”等 价 的 证 明 E\A 是 开 集 , 4 a € ENA, Ша) = 
g(a), BE (Ка), g (0) =a>0, 由 了 ,8g 在 点 a 的 连续 性 ,在 E 
фа У, шх EVR, Waa), 1000 <a/2 及 
di (g(a),g(x)) <а/2. 于 是 ， 当 x EV, DH f(x) Ag), 8 
则 ,由 三 角 不 等 式 将 有 di (f(a), gCa)) a. ЖУ C ENA, Tj ENA 
WHE. 

推论 〈 恒 等 扩张 原理 (principle of extension of identi- 
ties)) W J , g 为 度量 空间 FE 到 度量 空间 E: 的 两 个 连续 映射 ， 
AAEM FR. UR E A LAX) = g(x), 则 必 有 j= g. 

实际 上 ， 由 定理 1 ， 点 集 {x; (x)= ga) x EE} 必 含有 
4 且 为 闭 集 ， 故 必须 是 已 。 

TE? 设 了 ，z 为 度量 空间 B 到 扩张 实数 域 尽 的 两 个 
连续 映射 ， 令 {x; х) свк) x € El = P, N PAE h Ж, 

证 明 往 证 ENP 是 开 集 . 设 a € Е\Р, (а) (а), WH 
ВСЕ, а) 2828 (а). ЯЖ, + oo) 在 1 下 的 原 象 是 
a 的 邻 域 , 开 区 间 ( ~ оо, BYE g 下 的 原 象 W 也 是 a 的 邻 域 。 因 
У OWE а, Ete CV WH 100 282860. 
КУ DWCENP,, ШЕ\РЖ ЯЙ. 

推论 (不 等 式 扩张 原 EE (principle of extension of ine- 
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quafities)) 。 设 J, g 是 度量 空间 3 JU SCORE R ROTE ERE 
映射 。 如果 对 于 的 稠密 子 集 4 的 所 有 点 x 有 fx)<<gCx)， W 
对 子 所 有 x € E, A f(x)<g(x), 


定理 3 ” 设 A 为 度量 空间 8 的 秽 害 子 集 ，f RANEES 
BL E 的 连续 映射 。 在 4 上 和 上 一致 的 也 到 E: 的 连续 映射 了 存 
在 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 x C E, RR Hm fO) 在 Bi fE 
在 .此 连续 映射 了 是 叭 一 的 。 


证 明 车 在 4 上 和 上 了 一 致 的 已 到 Et 的 连续 映射 TEE, 
Р 


Tas, m. f OD т, OD. 
故 必要 性 成 立 。 叭 一 性 是 显然 的 。 
反之 ,车 对 于 任意 x CE, WR nm fO) ЖЕР 
E. АО) = Шш f(y), ШГЖЕВ Е, ВЫЙ, ИЗ ЮЗ” 
*. 
为 证 了 是 连续 的 , 设 x € E, УЖ | COE р 08, 
RESULT GO 为 中 心 的 闭 球 了 被 含 在 了 中 .由 了 在 4 的 连续 性 
及 了 (x) 的 定义 ，E 中 有 x 的 开 邻 域 口 ,使 KUN A)C B .对 于 
HRY CU, Т(у) 是 了 在 点 关于 和 4 的 极限 。 因 此 也 是 关于 
UN ABRIR. Bib, fO0€ ОПА), NBER, K 
FO) CB, EI UELLMESLEETT hh. 
定理 4 (Тіеіге-Урысон) 设 E 为 度量 空间 ，A 为 E 的 闭 
子 集 ，f 为 4 到 实数 集 R 的 有 界 连续 映 射 ， 则 存在 E 到 ER 的 连 
Awg, AEJ = в, В. 
sup gx) = sup Ky» inf g(x) = pint Cy). 
pid 不 失 证 明 的 一 般 性 ,可 以 假设 int Ду) = 1, sup f(y? 
=2。 定义 g(x) ШТ: 
* 7. 


(X C ABI, 5 в(х) = O, 
px € ENA, & g(x) = Gnf 0) y 37 
/&х,А), 
由 不 等 式 1 < f(y)<2 OPP E A) fi d (x, А) 的 定义 推 
得 关于 x CE\A, 有 l<g(x)<2, 


die y) = 
实际 上 ， 因 EY 2L Hfo soo 


inp 1722400. y). ipt 9097) 
int Ау 21. 又 因 int Gay eH fos 


& glx) = int MCP? са, 
FERRIN ЕМЕН 的 连续 性 。 
若 xE 4"， 则 由 了 的 连续 性 得 到 的 连续 性 。 
ERRENA Ф а 写 为 
glx) = (к, A). 


Жир A Cx) = у) Ооу). RABAR, x € A dE d Gn A) 


0, XB 
'd(x A) -dx A dO x. 
di don AY x ЖК. Hi (XE ENA МЕЙН, Д 
需 证 明 ROO ЕМА ЖЕН. E dO AD, WF dox!) 
Ser RMA dx 3) <x x ) * dx’ y) <dx’y) +e, [8 
FISZ, 有 R(x) = int Aay) «int fOOUG", y) + e 
= inf LiCy dx’ y) f(pde] x ROG) + 2e, I h(x)< BG 29 
2e. WMA A(x’) < ha) +e WRA dix, x) <e, MW 
AIRO - h(x’) <2e, ФАЛИТА ЕАК, 
RA, BRXRANMAR, Bert, Ar>o, 使 得 对 
Fy CAN Bsr), AIK — Ka)| <e.4 C= AN BGor D 


ome 


= ANC, #2 € EVAR KODE, WED y € D dz, 


wed xy) - dGoo2)28r/4, Bit 
inf VAY 3r/4. 


BAW, К№х)й002) < 2d(x,z) < r /2, 于 是 
int (f(y)d(y,2)) = int (f(y)d(y,2)). 
但 因 对 于 y CC, Aix) - есуу) у (x) c eR. inf dy, 2) = 
dz, A), 有 
(G0 = s)d(z, А) inf, 2) (GO + в) (Z,A). 


这 证 明了 当 zE Е\АЖ dix, OL BLUR 
lg(z) - Кх) | «e. 
BHH,H CARAS, Ж 


аса) - foo] = 1fG2 - fGO | «e. 

Жов ТЕ F,CA) Ed EN. 

推论 设 和 A、B 为 度量 空间 E 的 两 个 非 空间 集 ，A 介 B= 
$, 则 存在 定义 在 上 的 连续 函数 1, 的 值 在 [0，1) 中 ,在 4 上 
f(x)=1, 在 B 上 fx)=0。 

实际 上 ， 应 用 定理 于 A U 3 到 及 的 映射 p ,9 在 4 上 为 1， 
9 在 B 上 为 0， 在 4UB 上 连续 . 

这 个 定理 目前 在 泛 函 分 析 及 代数 拓扑 中 占据 很 重要 的 地 
位 。 它 是 空间 互 的 闭 子 集 各 到 空间 的 连续 映射 ， 扩 张 为 全 空 
闻 E 到 空间 FP 的 连续 映射 的 特例 ， 


【 3 题 ] 


1。 设 瑟 为 度量 空间 ，(F,) 为 其 闭 子 梨 列 ，A = 人 jP，. 
Bx 和 A, 则 存在 定义 在 上 的 有 界 这 续 函数 1 之 9， 使 (x) = 


* 76 ， 


0 ， 且 对 于 每 个 >E A, dí Ку)> 0. 

2.。 设 了 是 度量 空间 (BE,d) 到 完备 空间 (Edi) 的 一 致 连续 
BRAT, (Xd) $ (E,d) 的 完备 化 空间 。 则 唯一 存在 CX,d) 到 
(Bi; 册 ) 的 一 致 连续 跨 射 PF， 使 在 E 上 F = J. (FRH SMX 
上 的 自然 扩张 ) 

3。 设 f 是 度量 空间 (E,d) 到 完备 空间 Eod) WAER 
射 ,fCE) 是 Y 的 称 密 子 集 ,( 科 ,d) 是 (E,d) 的 完备 化 空间 , 则 了 到 
和 上 的 自然 扩张 下 是 和 到 EL БАБ, 

4。 设 和 N 为 自然 数 集 ，9 为 有 理 数 集 ，4 = [0,Dn8， 
nrs 为 N 到 A 上 的 汉 射 ， 在 [0,1) 上 定义 函数 

fe) 2, 


REMER r <x 的 那些 n ETT RH. RUE f ECOL DNA 上 是 连 
续 的 ， 但 不 能 扩张 为 [0, iD 上 的 连续 函数 . 


$4 ARB 


(sequentially compact space) 


RARERSMEMTH, ЖАНДАР ЕЗ A ik HF 
9j, WE AH FIR (sequentially compact set). HE ABLE 
PE, WI# EWES [8] (sequentially compact space) . 

Ay SCE CAT n BE Euciid 空间 R* 的 任 一 有 界 闭 集 都 
是 列 紧 集 ， 而 R' 不 是 列 紧 空 间 。 

CLa,b] 不 是 列 紧 空 间 ， 而 且 也 存在 有 界 的 非 列 紧 Ж. ОШ 
C0, D. EXER BET CE OO 


H 
f(x) = р s> x. 
l-ax x < i 
则 GOV CC0,1 的 有 界 集 ,但 (f(x)) 没 有 收 合子 列 ， 
由 定义 立即 看 出 ， 


He 


。 有 限 点 集 必 为 列 紧 集 ; 
。 有 眼 个 列 紧 集 的 并 集 是 列 紧 集 ， 
， 列 紧 集 的 任 一 闭 子 集 是 列 紧 集 ; 
а, ЕЛЭ, YARS ЕЕ ЙТИ, 
定理 1 ARR RB, 
证 明 设 (x,) 是 列 紧 集 4 的 基本 列 , HAERERE, ШИ 
Ce DAWA AG), be os, MIHE XE 6208 NL. 


o c» 


Sin Noi}, Фб, x0) C Са, ERE МНМА, т, 
WNIT, dO x «C, Ф Ма тах! МЗ n,n 2 
Ni 时 ,dfx soo) Gc, xs HEX уко) е, ха-ха, 

推论 ” 列 紧 空 间 是 完备 空间 ， 

反之 ， 完 备 空 间 未 必 是 列 昆 空间， 如 实数 空间 。 

EMRE WIR HB Ий, 称 为 E H FAE (open 
covering), WE JSE BE ZM, WAN TF EHE Иш 
Cie TEAEE HIE ECT BC Jern НСІ, HIAR 
Ж. ШЖ E 4 55 [8] (compact space}, 

MERTED, HEE MARTE, HOME x € 
E, Hifid(x,F)e Kits ME E ЖЭ Ж RESO (precompact) REA 
界 的 Ctotally bounded), FRA E BIER e- 网 。 

定理 2 ”度量 空间 EE 的 下 列 三 条 件 等 价 ， 

а. ERI, 

b. ЕКЕШ, 

c. ЕЖЕ SH Hse ЕН, 

JER, аъ БЕР ЇЙ]. SERE, Rx IRS 
闻 王 的 序列 , 令 FRx ух... son] 的 闭 包 , 我 们 证 明 有 点 属 
FAARF., BW, $ U= EMO, WULDERLE MES. 
由 空间 前 紧 性 ， 必 有 有 限 个 U... U... U, (ҖЕ ЖШ. 
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ШЕ, AF. ППР. = 大。 但 这 是 不 可 能 的 。 WDR x max 
fina, tt 了, 被 包含 在 所 有 的 PL, ORE IO h. dk 


(lr. adit Ra. арс Р a IT. 


boc 由 定理 1 知 列 紧 空间 是 完备 空间 。 今 证 明 列 紧 空 间 
必 是 全 有 界 的 ， 

BM, dE 8>0， 使 严 没有 有 限 eH, {ЕҢ me E, ДГ 
aE E (дох) 3 否则 {x+ 就 是 e- 网 , 同 理 , 必 有 xsE E, 
Edise, Axpe WEF E RERI), Nod 
36 j (хох Уге, KARA ARA SARL. Ж 
E. 

cca 着 也 为 完备 的 准 紧 空间 , 则 已 必 为 基 空 间 .实际 上 。， 
车 EE 有 开 有 覆盖 {0 jiery 它 没有 有 限 子 族 覆 盖 呈 ,用 下 述 方法 做 
出 一 列 球 (Ba), 设 B, IIR M27, BU en 没有 有 
限 子 族 覆 盖 B,-,、 由 准 紧 性 考虑 半径 为 1/2" 的 球 做 成 的 E 的 
ARR ass. . VINER i$ ËJ V, 中 必 有 一 个 
ВО НЕТУ, ТИШ, ARA V, WSB... 
TIO 将 有 有 限 子 族 覆盖 Be- ,。 取 这 个 Vi 为 В. х. HB, 
HRO, HB NB- +0, BEATER A 

Aa ,x.- 1) < 1/271 € 1/2? < 1/2777. 
Wk, Xp > пр), 有 
d(xy,x,) < d(x, Xr) + dc ca. x4 
< real 1 


gent 3€-3$ N qaa 


Вх.) E BJ Cauchy FAL MEERA, HERAT 
a, Wa CU, Wii e > 0, В(аза)с U Юхо а, Ж 
ЖЯ n ,使 dKa,x,)<a/2, E. 1/2"<a/2, BRE FORAS ARH 
B.C B(,e)CU, MIU RAAT Rim В., FE. 


e 


жиз 任 一 准 紧 度 量 空 间 是 可 分 空间 ， 
证 明 设 是 准 紧 度量 空间 ， 帮 对 二 有 有 限 站 -网 A,， 使 


得 对 于 任 一 x 五 ， dE dS AOT. & A= UAL WAR 


至 多 可 列 集 ， 且 对 每 个 x € ERE nof dix AKA (x, A.) 


«Afn. Ix, A350, WE = А. 

定理 4 紧 度 量 空间 互 到 度量 空间 Е 的 任意 连续 映射 + 
是 一 致 连续 的 。 

EA 假设 相反 ， 于 是 存在 数 aO RE EB GO 
Aly.) Ш ах. y 1n Ж ФС](х.), fy <a, AER 
BER, ADATA (x, OUEST Да, 因 dOn ys 


<i, азала, WEE. НЫШ Р а. E f Ж 


a RARER NON 07 0, MF ба, <b Haile), KO 
«a2, Wk, Bda, x, )<d,dia,y., 2-0, WJ di(fGcs 2, 


Ks xditGo Fa dy EO, f) < UEM 
a ЖЕЙ] Gs, (у, BURT, 

ЗЕ s [B] EO SR AREA, MERA H E i 
FR AXE (compact set)。 类 似 的 可 定义 准 紧 集 (precom- 
pact set), 

由 定义 可 直接 扒 得 ， 

a 。 任 一 准 紧 集 是 有 界 的 。 

KEE, ЯТ ЖЕНЕН Ж. 

RN. ARRERA RRN. 

b. HeR SISSE SCR TSA NS, 

RRL, ЖҮ А Н, BA ERREI R 
ШЕ А, MAMA SEAT, ПАЛИ, 

"M 


定理 5 ЖИВ ГЕРЕГ {ЕЛИНЕ АЮ. 

证 明 (ULC LYA AREENAN. EAM = tU, 
ТАЄ A), ЖИЛЕ ЭИ. | ЕДЫ, WMA 
Ж@ ТЕШ Ш:УЄН} у {# А}, 于 是 (Ши: À € HEAT 
THESE. HAERE. 

定理 6 紧 集 的 连续 象 是 紧 的 ， 

证 明 RACE) (Bid RGR, AWE Ж ТЖ, 
EBA JADRE. BUA Є LEE ICA) 的 任 -- 开 覆盖 , 则 集 
族 { A 站 人 :《U,} 形 成 子 空间 4 的 开 覆 盖 . 因 A 是 紧 集 , 故 工 有 有 
ШТАН, MANS UA CHAN А, THU. = 
КАПГ',)): 5% ЄН} BRS AA me. BAR 
Ж. 

ЖЕТ ШАЛЕНЕ, JOR A ВОЗ: 
值 连续 函数 ， 则 

a. KABARE. 

b. KA ARAAA EME. 

证 明 由 定理 6 KORRE, ЖАШИК, 而 准 紧 
集 又 必 为 有 界 集 ， 故 K(A) 是 有 界 集 。 

又 由 定理 6 及 定理 5 前 的 b SNA HAUS, Wú sup f CAD 
Be int (ABE САУНЫ, BUREKA, Ba, b € 
A, fla) -supf( A), f(b) = inf f(A), 

定理 8 WARES ERT SES ДЖ (V CAM 
0 } 形 成 4 的 基本 邻 域 系 。 

ШВ RUA ARER, А-К 

g(x) = 0х, ЕО), 
则 gx)>0 且 在 4 上 连续 , 故 由 定理 7 有 一 点 € АЖ (хо) = 
(xo, ВМО) =intd(x, ENU ).g(xo), 显 然 是 大 于 0 的 , 令 g(xo》 
=r, RlV.(AYCU, BOR {V,(4)} 形 成 4 的 基本 邻 域 系 。 

ERS 设 E 为 紧 度量 空间 ,f; E 一 1 为 连续 单 射 , 则 f 是 


ETE 


ЕЯ] f(E) ЕНА. 

证 明 由 第 一 章 § 5 定理 3 ,只 需 证 明王 的 每 个 闭 子 集 4， 
KA) СЕМ РЖ. MEMS 紧 空间 的 闭 子 集 是 紧 集 ， 由 
定理 6 紧 集 的 连续 象 是 紧 集 ， 而 紧 集 是 闭 集 , Ws AIC EH 
AFR. 
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1, FERZEN, AX TÉ, BAMTH, НАП 
В = ф, ЩЕ ФА,В)>0, 

2. В ПЕЕ 为 一 致 连续 映射 ， 试 证 了 将 准 紧 子 集 映 
HARKER, 

3. REE ЖЕНШ, PBR, WER SEEM 
意 紧 子 空间 上 的 限制 是 连续 的 ， 则 f 在 三 上 也 是 连续 的 。 

4. 设 (E,d) 为 紧 度量 空间 , EO E, 对 于 的 任意 二 点 
xy, dfx), f(y) Sd(x,y), Rik f EENE LHS 
映射 。 

5. 设 卫 为 度量 空间 ， 册 下 列 三 个 性 质 中 任意 两 个 成 立时 
第 三 个 也 必 成 立 ， 

a. ERE, 
b. ERR M 
c, ERARZH. 

6, RERE EPRA — BISA BUT PLE kek. 

Т. 设 E 为 紧 度量 空间 ,(U,: A € LO ЕТДИ, 试 证 
有 数 a>0, 使 任意 半 色 为 a 的 开 球 至 少 包含 在 一 个 U, 中 (Lebe~ 
sque HERDO. 

8。 给 出 一 个 例子 指出 准 紧 空间 中 上 题 结果 不 成 立 。 

9。 对 于 度量 空间 E， 指 出 下 列 性 质 等 价 ， 

а, ERE, 
ege 


b. ERMERTRARRAAAR TOR 
c. EE 的 任意 非 空 间 集 的 递减 序列 (F, ) 有 非 空 交 
4d 。 对 于 五 的 任意 无 限 开 覆 盖 {U,: АСД), HU: 
ACH, 及 交工 ，H CL)}) 仍 然 是 EE 的 发 盖 ， 
©. Е  д&НЕЛИш {U,; 入 C LY ( 即 对 每 
点 xE E, 仅 有 有 限 个 U, 含有 x ) 必 含 有 有 限 子 覆盖 ， 
f 、E 的 每 个 离散 的 无 限于 空间 不 是 闭 的 。 
10. WC,dY ЖЖ IS, F(E) 为 的 所有 非 空 闭 子 集 
Ж, AEO, XETSE ODE MATCH А. В, Bel A,B) 
= sup d(x,B), n(A,B) = sup( pCA,B),p( B, AD) , W; 
a. WEGE (E), h ERRAR 
b. HURERSCER, MACE WET HM 
c. MRERERH, Wa (E) 是 准 紧 的 ， 
4, ЖЕЛ, Wr CE) XS 
e. 对 于 7(B) 的 任意 四 个 元 素 A4、B.C.D, 必 有 КА 
U B,C Ú D)<max(h(A,C),h(B,D)), 
11。 设 4、B 为 伪 度 量 空间 的 不 相交 闭 子 集 ,， 且 4 是 紧 
集 ， 则 有 元 素 a € A 使 得 D(A,B) = d(a,B)>0. 
12。 设 A、B 为 伪 度 量 空间 的 不 相交 闭 且 EFE, MA 
a CA, ЪЄВ, 使 1(a,b)=D(A,B). 


$5 相关 紧 集 与 局 部 紧 空 间 
(relatively compact set and locally 
Compact spaces) 


ЖАЗ ЕЕН ЕН ЕВ. 如果 的 闭 包 和 4 是 紧 的 ， 则 称 
AH E BIB: RR (relatively compact set), 
由 定义 可 直接 推 得 相关 紧 集 的 任意 子 集 是 相关 紧 的 ， 
定理 1 ”相关 紧 集 是 准 紧 的 ， 在 完备 空间 中 准 紧 集 是 相关 
+ 8 6 


mn. 

证 明 АНЕ, WARRE. н 4 定理 2 ， 肪 
НЕ, HARRES., 

设 B 为 完备 空间 ，4 为 其 准 紧 子 集 ， 则 对 于 任意 se>0， 有 
有 限 e/2 一 网 C BP ABC, 2):b 0 1,2, nC o €C.) 


WA. $D Bee), MUD, DA, АЖЖ Ж.Х 
Bl AJRSEdzS METRE, S 00 1. ARZEN. 再 
HS 4 定理 2 知 仿 是 紧 集 。 故 从 是 相关 紧 的 ， 

一 般 说 来 ， 准 紧 集 未 必 是 相关 紧 的 。 可 观察 非 完备 的 准 紧 
空间 . 

定理 2 《Borel-Lebesque 定 理 ) ЖТ а K 
的 ， 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 。 

证 明 ”由 定理 1 相关 紧 集 是 准 紧 集 。 而 准 紧 集 是 有 界 集 ， 
该 必要 性 成 立 。 

BSR ARE A, WHALER bAa b]. H 


任意 NEN, SE 


lg. 
{Bes ЭЁ =0,+е›п} 


WEM [0,5]。 放 (oD 是 准 紧 集 。 因 实数 空间 是 完备 室 间 ， 册 
定理 - 知 4 是 相关 紧 的 。 故 充分 性 成 立 。 

定理 3 ”度量 空间 E 的 于 集 4 是 相关 紧 的 ， 当 且 仅 当 有 4 的 
SOE E PARRA. 

证 明 BARN RSME MRR, ПАД. а 
ЖЕ ДАВИ. MAMET APOE, 
ПРАВИЛНА ЛАТИН, ИЧЕ ЕЕ ШАБИ. 

设 (x。) 是 过 的 全 一 序列 ， 由 闭 包 的 定义 ， АНЕ— п, Ay, 
€ Asl аб, 15,9 «T Bd PRO OPE Os KAFE 

ИТЕ 


жа, ШЕЯ Сх, ШЫК Ра, HARER TA 
是 相关 紧 的 。 

定理 4 ”两 个 相关 紧 集 的 并 柴 是 相关 紧 集 。 

证 明 WHALE = AUB A BEE ALB 的 并 是 
ЖМ. 

BUI. E LAF SMAU BAAR, BP 1 定理 5 
RE PARSE. 使 U=(AUBINV,. HARRE, 故 
LAARTRA, АПУ: СНРА, ABR 
R, ШІЋЖЕТЕК, d (B NVA € KE B йш. Л] 
JS TCAU BONY X € HUKIBREAUBW ARES. М 
AU FRRE, 

Hit GOIBAIDCRCEDERERUEDUR К, 

设 召 为 度量 空间 。 如 果 对 于 每 点 x € E, ЖЕЕ: x 的 紧 
邻 域 ， 则 称 瑟 为 局 部 紧 空 间 (locally compact space). 

任意 离散 空间 是 局 部 紧 欧 ， 但 不 是 紧 的 ， 半 非 它 是 有 限 
f. 

Hi Borel—Lebesque 定理 直接 扒 得 实 直 线 是 局 部 紧 的 ,但 不 
RA. 

定理 5 ПАДЕНИИ ЕАК, 刚 存 在 r0, 
TEV AA) ER BK RA. 

证 明 对 每 个 xE A, Ж У., FR {V2: x 
€ A) 形成 4 的 开 覆 盖 。 因 4 是 紧 的 ， 故 有 有 限 子 集 tx, 
x EVI, beni 形成 4 的 开 覆 盖 , 由 定理 4 的 推论 知 [ = 
UJ v. RH. BU] VEDA, ОУ АНГ Н, da 


i 


A388 (V СА): r S0 HRERUR A ЖДИ Ж МОН У.А), 

АСУ, LOCU., EUSRIE, MV, (ААН, 
定理 6 ИЕА, ИЛРЭН. 
а. ЕФЕ UAE AU D, ВАЕ n 
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RUCU, EH E= UU. 
t. EAR ТРЕНДИ» 
с. 五 是 可 分 的 、 


证 明 NU ЖФ, Mase, 

ЖЕЕ» ЖР (К) 的 并 ， 则 由 $5。 定理 3 知 每 个 子 空间 
K. 是 可 分 的 ， 设 р, 为 站 ,中 的 至 多 可 数 的 向 密 子 集 (关于 
K.) > Ш D= UD. 是 至 多 可 数 集 ， FARE PME. KRE 

B=U K,cUB.cD 
More, 

HERDS, HS 1 定理 4, UV ЕҢ EIE 
HARE. 对 每 个 x € 也 ,有 一 个 x RGR W., 由 8 1 定理 
3 ,有 n(x), lx €V. CW, TE, RAV. ES 


成 了 的 开 集 基 ， 故 可 以 假设 所 有 耻 , 是 相关 紧 的 。 


REVU, =Y. JY 0, 其 中 1>0,， VAU.) 
是 相关 紧 的 。 册 定理 5 这 是 可 能 的 。 则 得 到 序列 (UL) We 
Жа, kcec=a, 

定理 7 ”局 部 紧 空 昌 忆 的 每 个 开 子 空间 及 每 个 闭 子 空间 都 
BM RH. 

证 明 ФАЖР. MEP ACA, HEN BBR 
RMB (yr) CE. НАЖ Т, MU rns ER 
Bar SHAE, СЛЕ, AHMAR. 

ВАЖЕ, aCA, HVE AEE PH RR, 
ЖУ ПА Ж ажа ИЯ, HAAR, WARS. 


C3 Al 
IT。 沙 和 为 度 最 空间 王 的 局 部 紧 子 空间 ， 则 各 在 三 中 是 局 
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部 闭 的 。 

2。 试 证 ， 局 部 紧 度量 空间 的 二 局 部 紧 子 空间 的 交 是 局 部 
жю. 

З. 在 实 直 线 上 给 出 例子 ， 指 出 二 局 部 紧 子 空间 的 并 未 必 
是 局 部 紧 的 ， 局 部 紧 子 空间 的 补 集 未 必 是 局 部 紧 的 。 

4。 举 出 非 完备 的 局 部 紧 度量 空间 的 例子 ， 

5、 设 了 为 度量 空间 ， 存 在 数 ">0 ЕРИК Вх, r) 
(x € 了) 是 紧 的 ， 试 指出 也 是 完备 的 ， 并 且 对 于 巨 的 任意 相关 
EFRA, Pdo, 4)<r/2 的 x E EMDARV ,/, (A) 是 紧 的 。 

6。 设 E 为 度量 空间 、 若 中 每 个 有 界 集 是 相关 紧 的 ， 则 
互 是 局 部 紧 且 可 分 的 。 

7, 设 (E,d) 是 局 部 紧 、 非 紧 的 可 分 度量 空间 ， 设 (D,) 是 
E 的 相关 紧 开 于 集 序 列 ， 使 可 ,CU,,,,E= UU, 则 存在 下 的 


SUR MR, KANE x C U.S у(х) n, WT x € 


ENU, foy, ER Ф(х,у) = х,у) + |C) - ffi 
HEF ds 对 于 ds 的 任意 有 界 集 是 相关 紧 的 。 


$6 积 空 问 


(product space) 


BCE, 4:8 i=1,- IE n HERES IRL, 2 E = TES. 
对 于 EE 的 任意 二 点 x = (пху), = Оуу), 
d(x,y) = тах (хауа) d (x), da (x, у). 
容易 验证 ，d 满足 距离 公理 。(B,d) 称 为 (E14,d1),…,(E,,d,) 
的 积 空间 (product space), 
容易 看 出 ， 由 dx,9)= UI), 
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is 
demy Erato 


HEM d. dH E EEREN. Bi 

Фх,у) < d,(x,y) < d.(x,y) < n d(x,y), 
He dd E SEE IU. FE, MPR ИШМИ, Cauchy 
FRM- WES SAB, ЖЕ RUB d ,desd, 的 
Барит, WERU aco odo, 

定理 1 HTERA o0=(m,0 ya.) E E E 120,8 
们 有 Basr) = Bi(ar)x X BG, D, ЖЕ (ак) = B (air) 
X Bar) x n X Biz a). 

Bid BE знн. 

定理 ? BATE, i -1,2,--,n)MJESS, WE Aix AX 
XAG ENTER, 

ШВА {ERA a= Caio aC AX Aix XA, WA 
YE riyrag pte OO RE Bilas r JCA EH 1,2, m). Жее 
min (rir. RhE ,В(о, DAA ХА, Ж 
AX Ах on x A.E Er. 

定理 3 FACE (1-1,2, е, п), MAAKA x. 
XA. = ALK AR хе X AL .特别 的 АХА хх A.E E th 
ЖНЖ, SHH ALTE EL PEBE G 1,2, a). 

证 明 Жаз (m0), +00) AX Дух x A, B НЕЙ, 
SHER e>0, Ax; C AKT 1,2, ny fed Ca; x y<e (i= 
1,2,-,02, 4 x Gn xi, 77,22, WA dta, х)<в, Wa 
АХАС X A... 

FZ, 著 а= Caray 0.) EA AX XA, MBA 
Hi a é Ai, TAME, FADE a CA, HEM, 
ЕЛА X Baxo X EHA a HFE. ВЯЗУ ЯА х Ax 
ХАЛЖ, Шай АХАХХА. 

定理 4 BJE, E,d), ji = р oft (Fe) Gi, d), 

+ age 


i=1,2,…,n。 则 了 在 zo 点 是 连续 的 , 当 且 仅 当 fCi= 1,2. n) 
Ten 点 都 是 连续 的 。 

HEB 4 /为 连续 时 ， 由 定义， 对 应 =s>0， 有 4>0。 当 
х Є B(x, dN iz) E BO ze). EI f(z) € B GG, 
в), i2 1,2,*- n, IK Go 1,2, 7, ME zo 点 连续 。 

反之 ， *HEW е>Ф, AERO 0 -d,2, n), EA z € 
B(zo,6.)BF, 1G) СВ. (zo), 8,17 1,2, е, n. 5 =min 
{ða e, ah, Rz € Bla, OH, FEB: fi G,82» 
121,2, 90, СЄ в (020) 62. Bl f до ДЕ, 

Bibl 设 j=( 记 ,…:f.) 是 度量 空间 了 的 于 空间 4 到 E, 
хх x Es 的 映射 , a C A, КЇ] Ea SEP AA BRT 
BRE RR 

b= Nm 11600,1 1,2, 
都 存在 。 且 
‚Аю, JG) e be (ыё ов.) 
Hel EREINA = Crea Mas hee) СКИ» 
当 且 仅 当 极限 
a; =ilim Xi; P1,2, 
存在 , В. 
iim Z = (0,0),7,012. 
定理 5 WE p, 是 连续 开 映 射 。 
EA AWE, 的 子 集 ，(i=1,2,…,n), 则 
pit ArKAge- X ADT А, p CAS =A; х ng, 
TE p 是 连续 的 。 

BGA ЕХ EX XE. OAR, ME x; Cp (G) ,有 
Ga ,21,775X, X0 СС, HA BUG хоз n x0) G 于 是 
p, GG 0005 Brp: (G), ORRE. 

XE BE (i=1,2,- WES, E= E, x EX 


d$ e 


XE, 是 下 列 类 型 之 一 的 空间 ， 

a Wis b. ARo c. H2 d. $ е. Ж, 
f. ШЖ, к. RRK, 

HERA E (i= 1,2,…,) 都 是 同样 类 型 的 空间 。 

证 明 THER a CE, i= 1,2,-+, В Bite; аз, 
4,777015, ,X 65055,7020 E; SL (a x {ag} X x {aa} x 
E,X {aisi} X x da Mt EA. 

实际 上 ,由 gi (xi) = (ааз, xi, 77,0, g GG) = (1,85, 
exon 

(01,42, ,x; "74.0, C0,077 ,x 77,0401 
=max[d; (x; ,xi),0;(0,,8,)17 dix: xi). 
又 因 (ox {asj ox EXEC Gesn x s DS EB 
ATZE, BOROREECT ABD BUS BJ BF SEIS. 

ЩЕ ВИН SRM, E; 必 为 离散 或 有 界 的 . E 为 可 
SW, WAS 1 第 ?7 题 知 E. 与 可 分 空间 等 下， 故 Bi， 也 是 可 
PEM, SE 为 完备 的 ， 则 由 $ 2 第 1 U E, 为 完备 的 。 当 
互 为 紧 的 或 准 紧 的 ， 则 由 $ 4 的 定理 5 M, E, 也 是 紧 的 或 准 
Ж. ЧЕБИ ЫШ, "gh § 5 定理 7 DE, 是 局 部 紧 的 。 
故 必 要 性 全 部 成 立 。 

"DES 都 是 离散 或 有 界 时 ， 由 的 距离 的 定义 ， 知 是 离 
散 或 有 界 的 ， 当 ;都 是 可 分 空间 ,车 D. 是 E. 的 至 多 可 数 的 稠 
WG = 1,2,…,n), 则 Dix Dzx хр, ЖИ Ж, Нн 
定理 3 知 ， 它 在 Ex Б, Хх XB. PRE. ЖОЕ ERIS. 

当 Е;(Ф=1,2,+-,п) HAREN, Gu) ЖЯ E BU Cauchy FF 
Fl, Wo: z,0)3& E, 的 Cauchy 序列 。 因 E; 是 完备 的 ， 故 有 
а; CE; fi pda G= 12…8)。 由 定理 4 的 推论 2 A 
Zi (a1 G2," 02), 

ATEKUE IER еро, EA; G= 1,2, 7,1038 E BJ 
直径 小 于 еВ, G= 1,2.…,n), 则 
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Au X Án Xm ХА, (ОК), 
ЛЕВЕЛ MTR, CHHOREHARER. KER 
WKS. 

ЩЕ, @=1,2,+-,п)ДЫЖ 1, 188 4 定理 2 知 BiG= 1,2, 
umet ЗЕН. SE ЇЙ. HERE ЖП E ЖАН RH EEA, 
Fim Š 4 Ж 2 EXE. 

当 E;(i= 1,2,…,n) 是 局 部 紧 的 ， 则 在 各 因子 空间 中 每 点 
都 有 紧邻 域 ， 从 而 在 积 空间 中 每 点 也 都 有 紧邻 域 ， 故 五 是 局 部 
ЖЮ. 

到 此 充分 性 全 部 证 完 。 

定理 7 B= Бахх xE, 的 子 集 4 是 相关 紧 的 , 当 且 
JUS p (AEB, (i=1,2,…,n) 中 是 相关 紧 的 。 

ER 设 4 是 相关 紧 的 ， 因 p. 是 连续 的 ， 故 pi CA) ЖЕЕ, 
PEARS. 

反之 ， 因 pi(4) 分 别 在 已; 中 是 相关 紧 的 ， 故 pL CA) 是 紧 
的 。 由 定理 3， 有 pA) xp CA) x. xp, (A) = pA) x 
PAD x x p. CA) 由 定 理 6 Jat pL CA) X pi CA) х X p. CA) 
是 紧 的 ， 于 是 OD X pOD x…Xps(4) 是 相关 紧 的 。 而 4 为 
РСА) хр (A) x … Xp,《A) 的 子 集 。 由 相关 紧 集 的 性 质 知 АЖ 
HARM. 


C7 5 ] 


1. RE,FY OEEZ], АСЕ, ВСЕ, ДР, (Ах B) 
= (F(A) x BOUCAXF,GD). 
2. RE G- 1,2,…,m) 为 度量 空间 ，A， E ШЕ ТЖ. 
#W3TIA; ЖЕТЕ: 中 的 任意 邻 域 ， 则 Ai 在 Bi 中 存在 邻 
1 


“4 E 
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ж U, TIU. cw. 


3. 授 吕 为 紧 度量 空间 ， 为 度 其 空间 ，A 为 Bx Р 
FE, WAR F ИЙ] BAR. 

4, RENE NS, MTR MS PRE x 的 每 个 
Ю+ ЖА, ЖАЗ) PHONE RENE, MEARS 
m. 

5. BERE NSE, PIER, АЖЕХх РАЙ 
qw. реА) SB, ФуЄ B, ВФС = А-:(у) = (Xx € E, 
(х,у) € А}, ШАРЕ CER BRYA FP yo 的 邻 域 
W, щу ЄВ, FACK, 

6, RA ЫЕ Р] EV ERS F 的 映射 ， G = (x, 
fGD:x € EHE f EE x ЕЕН Ж (втарһ›, ie Ж 
ES, WGHE x FRAN, B ps 在 他 上 的 限制 是 @ 到 也 
上 的 同 胚 .反之 ， 若 了 是 紧 的 ，G 在 吾 x F 中 是 闭 的 ， 则 了 是 
连续 前 . 

7, 设 F 是 度量 空间 ， 使 得 对 于 任意 度量 空间 5，E 到 下 
中 的 图 象 在 E x PF 中 是 闭 的 映射 是 连续 的 ， 则 是 紧 的 、 

8, &E.P.GE-MERZIR. AB Ex FË K, B 
R Fx GB, С=вБ°еА= ((x,)€ Ex G| y EF, 使 (x， 
»ЄАН(у, ЕВ}, ВАЖАН А N FRNY 
相关 紧 的 ， 则 C 在 E x СН ЕРЙ, 

9, WO, dO:n GNIAR RSA MRA, HAE, ) < 
lGEE-i(GOIX EEn, n EN}, 

а. REE AEB Litt (x), 0D) = уу a y) 


为 距离 函数 ， 
b 。 对 于 任意 x = G0 € Е, ЖЖ mS) 和 任意 数 
r»0,4 V.G,n 是 所 有 ?= G06 ERR, 其 中 GO ges 
km 4, (x. y) <, WU AM mda e, Ж (V. (хә) 
EM 


BURKE x MRR 
c, (Gu ma Cl), m € N fE E PRO Fa = (a) 

的 充 要 条 件 是 对 每 个 上 :序列 (xsmE N) Е. PRAF os. 
d. 了 是 完备 室 间 ， 当 且 仅 当 每 个 也 , 是 完备 空间 。 
e. Xen ФА, 是 也 ,的 子 集 , 则 在 E 中 4= TT А, 


MEET As. 


ГЕ, MOOS E, 是 紧 的 。 
s. ЕНИ, ЭНОШ ЫБ. ЕНБЕПН, 
并 且 除 有 限 个 外 都 是 紧 的 。 
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第 三 章 拓扑 空间 


(topological space) 


PERDR- PARLEMEN. 

在 集合 X 上 确定 拓扑 的 方法 是 多 样 的 。1914 年 Hausdorff 
ШАНК МОО, НУК. MRR. ЛИЯТ. ШЕ 
A WER Sy pog RAIMA. 它们 所 确定 的 拓扑 是 一 臻 


ETT ЕЕЕ Rb RED OT AR d 
Ж. 这 种 方法 始 于 Александров 和 Hop, 


$1 d + 


(topology) 


对 子 非 空 集 开 的 子 集 族 ,下 述 三 个 条 件 〈 开 集 公理 成 
їн), BT BEX HEt. 

T, XET, GET; 

T, #UET, AED), MUJ es ORE 
5, ka 

Ta EU, Us, U.€ Z7, Wu U... nu.c 7, 

We HIT WEA x Fy ЕРМЕ IBI (topological space), id 
EAP., SURSCR AERARII DEDI ia X. XBR 
298 (poin). MTT B5 X Sj T RA ХЕК (open set) 7 
也 称 为 关于 和 的 拓扑 。 

由 第 一 章 8 3 知 ， 度 量 空间 是 拓扑 空间 ， 
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HBR, SFR, VOX. +£ >. 

йл AN7,-4X. $} B (X, FORA RES 1 
(indiscrete space), 2”, 称 为 密集 拓 S| indiscrete topology), 
这 是 开 集 最 少 的 极端 情形 ， 只 有 两 个 开 集 。 

#l2 当 ={E:E 二 X} 时 ，(XX,.,) 称 为 离散 空间 

(diserete space), 2” : 称 为 离散 拓扑 (discrete topology? ,这 是 
开 集 最 多 的 极端 情形 ，X 的 一 切 子 集 都 是 开 集 。 

TERIS X ЕЖЕ Ж ЛИНК, Tu TD, 
СИМА А], LACT I, RAT fB (coarser) 
RBF (weke) 71, 或 者 说 UU. AF Cine) RAF 
(stronger) 775, WHET I> i. 

对 于 任意 拓扑 空间 OX, M 恒 有 

FCF CF a 
RT ARAM, DT. ERA. 

4SXRA-AN 9 = ХЕ. 5 X ET— 
ABL TAT. 鼓 尾 意 非 空 集合 上 都 有 拓扑 , 且 当 多 于 一 
点 时 ， 拓 扑 不 是 叭 一 的 。 

BESAR FE, WRT, Po T ERX EN 
Ht, HOS, TT, WEST. 

Bis BX={a, by, Tiid, la, 06D, Fae 
{oial 1a; b 7316,00), darbh, = (фр, 
tb}, (arb), WAL. Fi Fa, 都 是 X 上 的 拓扑 。 

(X, FYE fed b CC SO АЖИН, AF CPC 
Fit CF CE 而 .7 和 9 不 能 比较 (not comparable), 

例 4 EX-(ce, 2, cd], A~{a,b},B={c,4}. 
ETX} T=, AXI, Ss=- (0. Bs X}, Fae 
10$,4,B, X ETHER THREE 0,215,284 
都 是 拓扑 空间 。 

RX, SWRPA, А, VOS X TTE. V Ж A BUB 
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HE (neighborhood), "iH fU XWJPRG. MOET, d 
АСССҮҖЎ. 

BI SEA MOT AEG А ШЕЕ (open neighborhood), 
РИЯ, CR AX EX EVA x ADAE, Ax CREDE 
FRA х RIBER (neighborhood system), УА (ж). 

定理 1 拓扑 空间 OCT) 的 子 集 G ДЭИ, MARYS 
x€G, N СЄ (x), 

证 明 ЖУЙЕ. 

Hil, MEEX ЄС, НОС (х), e MRT, 


使 *EU:CG, 因 GcCLJU:CG, № | Ju.- G, RRS 


Ж, WG € Z, 

定理 2 ARAZI CX. Uh MEERA x, 200 
六 省 ， 且 下 述 邻 域 公理 成 立 ， 

,车 至 Et UCV, WV Cavi 


V, EU, Us UC, BÍ ER 


Vig ЖОЄ (x), Wi x CU, 

V, ЖУС (х), WAWER. 对 » ew, LA 
VERY). 

证 明 ” 贞 定义 2 和 c EB kap, 

Н UiE tx)， 出 由 定义 有 VE.F， Ж x CV CU. 


LL 
TE db dei tel 
DR. 
HV CH), НУС х Cwoy, xi y ewig 
有 yCWcv, RV CUM), Bad wey, 
(X, d x) ioc URS B| (neighborhood space), AM 
BROXSHU“ESLE xX, M EXUaETEGROGO, GRA 
(96 


公理 成 立 。 

ERZE P, XA CE x f 0L (Xx) HARK 的 邻 
ЖЖ (neighborhood system), BTU (x) 的 XX 的 子 集 V 称 为 
x К (neighborhood). 

定理 2 48 ib de Jp B] А Н], 

d (Х,Ф G0) АДЕ, АХ Ж. RAAH 
内 点 (interior point), 3 H3 x € X, ACO GO, AWK 
Aeon АФ АЕ ӘЖЕ Gnterior), it EA", 

定理 3 d (X, UAD ЖАМАЙ, Ахет, 
x€ X. THEME, 

a. x AMPH E, 

b. пху, ЖУСА, 

证 明 Sx AAMAS, MJAC (х). КУ = АЕР, 
RX, #3 x ДУ, ЖУСА, Дуу ERM (x), УСА, 
ЖАС (х), Kx ATHE, N 

定理 4 ERRE (X, (хуу, 对 于 x T EAR 
AXLR AGAT WT, BXT TARGET AR, 

L. X°= X; 

Ty, АСА} 

L. А°°=А°, 

l. ACX, BCX, (ANB) = А? ПВ", 

证 明 1。， 对 于 任意 x CX, B2G)20, KRAVE 
(x) Y EDK), VEX, WV AKC M(x), Kx € x°, 
Fx CX, A xCX',ik XCX', AFH, ХСХ, Ж 
x'-x. 

1. x EA’, W ACOZG), BV. x CA. KE 
X€A", MxEA, MACA, 

L.X xCA', N| АС (х), S Vi, AWE), 
€ УСУ, MACH (у). ШАХ y CA, Ж y cW, М] 
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YyCA' AR, & WCA’, ДИС (X), WOA, WY, te 
A'CO (x), HELA КСА. BALEA, M x€A, 
KA'CAU, RH, BI de ATA, KACSA, 

lL. BLA, # ACB, NACB’, l An BCA, 
AP BOB, & (АПВ)°СА°, (АПВ) св", FAR 
CAQBY)'CA'QB, RA, X xECA'SB' b Z £ + 
AC) B BERO, dV, ЖА ПВ Є (х), dx 
x€(ADQ B). ЮФ LEA NB, M хС(АПВ)?, & 
А°ПВ°С(АГВ)°. £ CAD B) CA C] B^, А°ПВ°С(А 
(B) ma, АПВ)? =A° (B. 

HB kX603STERANRENXDTE A DT, BATH 
算 子 公理 时 ， 称 此 对 应 为 开 核 算 子 (jnterior operato, + ХЖ 
为 开 核 算 字 空间 (interior operator space), ICX P) A Ñ 
TAX., 

RABEL ARREST SE, 

Hie APT ARRA А 2, ож ACH, M 
A^CB', ` 

ЮХА HAM TEB, АХЫР. AWO X GT 
Copen set), ЗАЯВ А-А, X ME EO k k p X 5 F 
SEX (open set system), AT, 

定理 5 开 核 朱子 室 间 及 的 开 集 系 7 MAK Tik kp, 

Fa bs XEF, 

Ts. BE a € p)c=>, NGET, 


ato 


F.G G EF, |G. ET. 


证 明 Ж. AL, X =X, WRLHKET. wh, A 
To, HO Rd, FROET. 
Sas riExcG-LjG., Ж аер, REG, 
No 


+ $8 = 


89.6.9, KG =G, ЖЕМ, AG.CG, KGICG'. 
即 对 于 任意 x€ G, LAX CG’, KGG., Fae, wl, 
GCG, RG = G, WELKGET, ` 

S. З= НАЖИ, MRT ARR, TR 


BG, Gu се, G, € Z, 4 A- (16, BA, G... 
hi 


D 


ET, ажа А-А, 6219... ü io (e; у= 


СА ПС...) = АПС. = ANG Пек е, es. 


Pei 


Hae EM, НЕЕ САЗ kana, 

定理 5 MARAT EAS, 

EMS ATRETE OXY, REAHAH A AST 
ATUS XT, 

证 明 EH AUAM GEA'STE, bl, PASTAN 
TÉ. EGAATAUTE,. HBR, GCA, AGHA 
Ж, KG-G'CA', MA 是 含 于 入 的 最 大 开 集 ， 

定理 7 PASI CX, YONDA pdsdb KT) 
HR, x RHR ABAY x), MATES x € X, 必用 GO 
= Ох), 

证 明 HEE VC W(x), BEES, А (X, UOD 中 
VRHR, VET., DAMM ZRAK EVV, KV A 
ПАХ, FIP š x MARR, Co^ (x), 

Ez, APES VES (x) G(X, FAM REX, 
NGC, RXEGCV, ERT P, € G= G. хз 
GHAR, AGER), MG CV, d V. V CGO), 

ЖЕЕ Hee CX, T) ARIRE CX. Bx) 
时 ， 将 开 集 系 SET, MFT’, 


«gps 


证 明 MEX CS, HARK EX, #x CG, Nl 
CCUG). WA 0828 (X, MOD 中 开 核 G" 的 定义 有 
x€G'. i A G-G", di SUA E 6 EUR G ELITR 
Z, HEESGCOU, ЕА OG Ф000) 中 ， 对 于 开 集 
加 。 由 定义 G=G"， 由 开 核定 义 知 若 x EEG， 则 G E(x)。 
WARLAGES, 

定理 ?和 定理 TEL MAAR RA RAR X 4632 ЗР 
deu. 

Ша ARRETA, DAENNA D 
it, X64364 RAS A RRO TARA, 

证 明 iE GO ded EIE CX, TI RUE AGAR, WT 
子 任意 x CA GUAE T, AGUA AE, БИ 3082 X E 
ACU (x) PAGAR. GC 4 LEGOA., BHR 
XGEWqURÉECGXGUP. G = G, 根据 开 核 的 单调 性 ， 有 
G'cA', Kx€A', 

AÀk,SPHEExCA, bLA, AU. 由 
AGRAEEIGACH/GD, BASESEX, x CA 

定理 10 МЕПЕИ, уй ТЕШЕН, XH 
HRT! SBE ERSTER. 

ER HESECT/ AG =G, #xEG, sx EG, 
dob GR E X, ТОС, à xCGco. YT 


G= (Je ET. 
= 


Kz, GEF, Wu zm HGG’, GET”. 
定理 9 及 定理 10 指 出 由 开 集 杂 和 开 核 算 子 定义 的 拓扑 空 间 
ROG. TAWA, FART. T$ É RL SHH 
3. 
AGED 2281080 Tk A. DAR. FRET ER 
йж ЖЖ R ЫНАН ЙЭ, 初学 者 可 以 将 这 部 份 略 去 不 读 ， 
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ЖЕЙ CX , ITAR A Шу, x ЖК А BJ PQ S (interior 
point) <> A C a Go, 

各 的 内 点 的 全 体 称 为 4 的 内 部 或 开 核 (interior) ， 记 作 4"， 

定理 3′ 开 核 满足 下 述 关 系 : 

I, xX'X; 

k АСА, 

1. AU-AN 

L BACK, BCX, MANB)’ =A NB. 

证 明 ; 1, Ж x€ X, WD XIEX, d x €Xx°, E 
XCX, 反之 显然 有 XCX, KX =X, 

h OXxCA.BACAZGO, Kx CA, WACA, 

L # x€A, W AER), V. WERO 使 
xEWCA, 对 于 yy CW, AED (у), ny CA BIW CA. 
AWER (х), HV, AERO, Mx CAU, SEA CA, 
另 一 方面 , Wl. ЖАСА, Ж А°=А°*, 

L ВХА, Fcc, M CcC 因 An BCA, 
АПВСВ, Ж (АПВ) CA Н (Аг,В)°сВ", ШКАПВ)°< 
АПВ”, 上 反之, Hx CAB, ДАЄ F(x), BCU). 8 
Veo АГВЄ 2 (х), х S CAR B^, Й А°ПВ°С(АПВ)°, 

推论 1 лал. 

实际 上 ， 这 是 定理 1 ML HRA, 

推论 2 4" 是 含 于 4 的 最 大 开 集 。 

实际 上 ， 著 六 是 4 的 开 子 集 ，y EY， 则 VE Q (y) mh 
ACH ly) By € A", RV CA, 

推论 3 ”4 是 开 集 ， 当 且 仅 当 4= А", 


(3 — X1 
1 UX, 2702583022, ПЕРАД, 


= d. 


а. 和 的 所 有 子 集 是 开 集 ; 
b. 对 于 X 的 任意 点 x ， 含 有 x 的 所 有 子 集 V 都 是 x 
的 邻 域 ， 
c 。 对 于 X 的 任意 点 x ，{x} 是 x HER. 
2. 设 X 是 多 于 2 KMA, Ti, S, 为 X 上 的 拓扑 , 则 
ОРХАН. 
3, RT „(а ED) 是 集合 X 上 的 一 族 拓扑 , 试 证 : 门 7. 


вер 
也 是 和 上 的 拓扑 。 

4. 设 X={fa,b,c}， 集 族 [{e，b} Cas с}, X, 
$) HERE XW, MRK a,b}, da, с}, {а}, 
X, 9 HEXT ХИ. 

5, ШОХ, a ) 为 伪 度 量 空间 , 令 p(x , y) - minl, Ax, 
7)), 风 (XX,p) 是 伪 度 景 空间 , 它 的 拓扑 和 ( 关 ， а ) 的 拓扑 一 致 , 
6。 对 于 邻 域 空间 的 子 集 4， 下 述 各 条 件 是 等 价 的 ; 

a. ABI; 

b. ACA’; 

с. Sx CA, WxX ATUS, 

d. #x CA, ША x Ий; 

e. Bx CA, Wi х ШАУ, ex EVC A, 

т. ҖӘ „(а € D) REG X Ef — Bind, WA 
HTS Z. RM, АЕРА. ИЛИШ 
T. 

з. ВХ, АХР, + 

(А) = {ф,С:АСаСХ} 
则 

a. FTA) TT (A) АСА. 

b. HT (А) <T, i=1, 2, зс, n, W 
(Па: ys. 
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e. BT AOT, a € p, MF (UA) >T. 
M 


9, EMAAR, WX YE 
1G:G = ó, REG HERM 
HRE, 


$2 闭 集 .边界 


(closed set boundary) 


ЖАНРИ, RAXBHRREASR, XBT 
APEX PARRA ARMAR, WEZA, X: F X I FRR 
{Aig € D}, de Morgan 公式 

CL A.) = NFA, ENA) = UFA 
经 常 要 用 到 。 

HPA 0,07) MUT REA PAR Closed sct) ， 当 且 
仅 当 针 4E ST， 

XHARS Х ЙИК Ж (closed set system) , 10 
fegr. B 

Sr-iP: FEF}, 

由 开 集 公理 及 de Morgan. 公式 直接 推 得 下 述 定理 。 

定理 1 MN OX. HB AGREE PRICE 
LR 

Pa, XC, $ €. 


Fa HAF e € DIC, Wr. ess 


Р. ВАВА Fo Fes P. NL Jp EF. 


рр ЫЕ ШЕ: REOR, УаНет: 
S=16:#G EH}. 
FA de Morgan 公式 及 V (A) = 各 直接 推 得 干 述 定 理 。 
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X282 SAROXPHTMRAF, ААН ROB, M 
T AG: WGE Sa RT RAR ds AE ОХ 7) 9L R 
BRF. 
由 此 可 见 由 开 集 系 或 团 集 系 定义 的 拓 才 空间 是 等 价 的 。 
点 x 是 拓扑 空间 (X, T) 的 子 集 A 的 接触 点 Cluster 
point) ， 当 且 仅 当 对 任意 UE ФО), HU D As 6. ANTE 
触 点 集 称 为 4 的 闭 包 Closure), WE А, 
жх 是 4 的 聚 点 (accumuiation point), ч АА Щщ x 是 A\{x} 
А. ARR AREA REE (derived set), WEA, 
4 称 为 完全 集 (complete set)， 当 且 仅 当 A = А“, 
定理 3 ”对 于 拓扑 空间 的 子 集 A， 有 
АФФА)", A= GGA), 
ш K 
A-(x € XX НУС), ЖУ ПАЖ SO}, 


ФА = (x EXEN VEU), 使 V NA= Фф}, 
={х € X: MEV ERU, УСА}, 
= (x € X:@A€ DW (x)} 
= (#A)°, 
FRA А-А)" 
dEbXUPUVAREA, AIA © (FA), 
由 定理 3 AAT OM C$ 1 定理 4) 直接 可 以 推 得 下 
述 定理 。 
定理 4 ШИКЕ ХЕЕЕ АЗЕ ИШ АШИ, W 
足下 述 闭 包 算 子 公理 〈Kuratowski 公 理 ) 。 
As $= фз 


ШЙ An $= CWE -WX -vX-6. 
Au A=@ (GAY DEZA) = 
Ac A= OPA)” ФСС (GA) II 
= ФССРА = YEH" = А, 
4 AUB HOCH (AUB) = САП)" 
=@UGA)N (ERI =F (GA UG (EB)? 
=AUB, 

定理 5 ”4 是 拓扑 空间 X 的 闭 子 集 。 当 且 仅 当 公 = A. 

证 明 ARM A HUE GA = gA <> 
A-«GA? =A, 

定理 6 ”拓扑 空间 的 子 集 4 的 闭 包 信 是 含 4 的 最 小 闲 
Ж. 

证 明 НА. 及 定理 5 知 和 是 阿 集 。 HA ЖА BBA 的 
AK. Ë FE AWIE, PRIA, WFOA, E F= F, 
PDA. WARS A Me SE, 

SROXGEEPRAGAXHFRAUHT, WRIA, 
Ў, k MT AMBAF Closure operator), AJ X 
为 闭 包 算 子 空间 (closure operator space? , EA CX, A). 

定理 7 在 闭 包 算 子 空间 (X, N Ф, + 

А-А 
HATE Ае HR PRS Oe, 
证 明 L X°= GPR =¢6-C6-X, 
lt АСА СФ(А) = А 
1. A= (WEAN -EVEN = AGA) 
=Ф(#А)= 
L (An BD) = ФС САГ BY) = (АЦ В) = 
EAL GD «v GA ПСВ) = АПВ. 

定理 4 及 定理 了 指出 开 核算 子 空间 与 闭 包 算 子 空间 是 等 价 

©, LAT TERR, 
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定理 8 MIRA, ARAL ARAL TRET, WO f 
子 等 定义 的 拓扑 空间 全 是 等 价 的 。 

子 是 由 一 个 公理 出 发 ， 其 它 公 理 部 可 以 作为 性 质 推出 。 É 
BAT EMedEEH, Жок ПЁ ДОЙ ЕДЕР NE 4. 

设 4 为 拓扑 空 间 站 的 子 集 。 Ax ДЕ A Hob (exterior 
point), “AR x 是 多 4 的 内 点 。 妨 的 外 点 的 集合 称 为 AM 
外 部 (exterior) А", ША = (AD^. 

点 x 是 集 4 的 边界 点 (boundary point), Ч H. Z щ x € 
A Bx 后 4"。 人 的 边界 点 的 集合 称 为 4 的 边界 (boundary), 
MESA. 

由 边界 的 定义 可 直接 推 得 下 述 性 质 ， 

a, А°ПдА=А*'ПдА=ф, 

b. X- A* « A! & 0A, 

实际 上 ， 由 边界 的 定义 有 X= A'UA'UGA, 又 因 

A'CA, ACEA, MANA =o, XE HER a PLI 
X=A «A! +@A, 

с, Á = A*UGA, 

Seb, À = @(@A)° = VA' = A° UóA, 

d. ARB, HAR JACA, 

XEL, ARME A= А<> AA UIA AD 
дА, 

с. AER, MARY АПдА=@ф. 

SERE. ARNEE A-A AN A= $. 

BRGAHMPSAXHFR, АТХ (denso , 
АНД ША=Х, #ВШ@ЖХ РИ, ШАТ ВНЕ, ЩН 
BRYADB, 

APEX ЖЕ (border set), НЩ A° = фу APEX 
中 是 无 处 贸 密 的 《nowhere dense), YANA) $, 

W1 在 实数 空间 R 中 , 设 8 为 有 理 数 集 ，5 为 无 理 数 
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集 ，Z 为 自然 数 集 。 按 通常 拓扑 ， 对 任意 x ER 及 任意 正 数 
c, Ж (х-є, x+ 2)0Q $. #Q = R.H3ES = В, 
HOMSMERPRE, UERORIORIS 都 是 有 的 缘 集 ， 而 
(Z) =o, KZER PEMA, 

拓扑 空间 斑 称 为 可 分 空间 (separable space), 4 HRM X 
Bur. 

É AFE X 89k, x CA. x 称 为 4 的 孤立 点 
Gsolated point), 4SHM4H VEO, УПА = (x), 
显然 ，X 的 任意 点 是 的 孤立 点 ， 当 和 且 仅 当 X 是 离散 空间 ，。 

的 子 集 E 称 为 第 一 类 集 (first category set) , 当 且 仅 当 EE 是 
至 多 可 数 个 无 处 稠密 集 的 并 集 。 不 是 第 一 类 的 集 称 为 第 二 类 集 
(second category set), 

显然 第 一 类 集 的 子 集 是 第 一 类 集 ， 至 多 可 数 个 第 一 类 集 的 
并 集 也 是 第 一 类 集 ， ` 

ЗПР 8] X Baire 空间 (Baire space), 3⁄4 H 422538 X By 
子 集 E 是 第 一 类 集 ， 则 多 EE 在 XX 中 稠密 ， 

定理 9 YTH X, F) TERRES. 

a, XJ Baire 空间 ; 

b ХЗ ж, 


c. APPXBB- A, An, ЖЕ = ЦА, АЛГИ 
则 最 少 有 一 个 А. 具有 内 点 ; 
4. #Х ЭЕ G, G, MEX SHE, W)C. 


СГА 

证 明 аъ, # Bare 空间 (X, EAD BRK 
G 40 AR-BK, Re GicX PRE, WEG =%G = x. 
这 是 矛盾 。 

bc, BA, Ane ЕХ ИНЕ, B= ЈА.. #4 
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24G51, 2, =) ， 而 有 非 室 开 集 G ， 使 也 二 G ， 则 央 五 为 
第 一 类 集 ，G 也 是 第 一 类 集 ， 与 条 件 矛盾 ， 


са йе = (је, Got-4, SEES 


X, ЮСБ) = Go, ШАФА, =E, (n=1, 2, 2 , 
(Ја. >c, 5TH. 


Жа, b.c. 

ША, - VG. (n=1, 2, ^), Me d Hf, 

实际 上 , G =X, n-1,2, = MEG, ЖАЙА, 
Hatem ee. жай. 而 【jwG,= 多 门 i 


az, # E= JA. aH, Rez - Ф| )A.- 站 c. 


"T ane 


REX PMH, ARH Dr Ge, Їй Ок X WA: = ФС, 
含有 内 点 。 . 


(3 A} 


` 


1. #G2EB] XI TR АЖИ, MARMYADAS, 

2, A= AUA' - AUGA, 

3, А? = A A)! = ANDA, 

4. VA- VA. 

5. x COA, НЧЕ ОС ALGO, BAUN А= 
$, BUnZA* 9. 

6. дА= ANTEA) = ANA", 

T. ФА) =A UFA). 
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8、 设 有 4 为 拓扑 空间 XX 的 子 集 ， 用 取 闭 包 和 取 补 集 的 方法 
由 A 入 开始， 最 多 可 以 向 出 14 个 不 相同 的 集合 。 在 实数 空间 中 试 
举 一 例 ， 愉 有 14 个 不 相同 集 。 
9. 设 和 4 是 拓扑 空间 X 的 狂 子 集 ，U 是 开 集 ， 试 证 
ШС(АПЫ), 
10. 设 A 是 拓扑 空间 X 的 于 集 ，G 是 X 的 开 子 集 ， 下 述 条 
件 等 价 ， 
а. AEX SHE 
b. HERG, ЖОПА= С, 
с. WERC, AGN As, 
1. RE TA SAA, UAR UA. 
12。 举 例 说 明 导 集 未 必 是 闭 集 。 
13. FAER PRE, CEFE, AD C 在 3nC 中 


14. EARIXSTS, ВАНЯ, WBRX MAT 


15, ИВЗ S ETE UICE SET HR 
16。 闭 包 算 子 公理 与 下 述 二 条 件 等 价 (Monteiro) + 
a, $=; 
b. XUYUY=XUY. 
17. E BUG AERE CRUCES AER. 
18. 车 4，B 是 开 集 ， 则 A4 的 边界 在 台中 是 无 处 称 密 的 。 
19。 可 分 空间 中 两 两 不 相交 的 开 集 族 ， 至 多 是 可 数 的 ， 其 
逆 不 成 立 。 
20. ВАЮЕ ХТА MIG, BALA MEE 
离 是 0 的 所 有 点 的 集合 ， 则 A = В. 
21. Baire 空间 的 开 集 仍 为 Baire Bl. 
22. 完备 度量 空间 作为 拓扑 空间 是 Baire 空间 。 
23, ЗМ СХ 2) 上 定义 的 实 值 连 续 函 数列 0.609. 
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DIUI TIG), W fx) 的 不 连续 点 集 是 XX 的 第 一 类 集 。 
24, BE, (AUB) =A UB, 
25. MPH, HAE (A za € DHE 


Ua. xL ЈА,. 


ho o 
126, HACK, BOX, HH 
АЙВ°= АП BB, 
27. ОХ ЭРТ. НИЧЕА, HANG = 
6, B AnG-4. 
28. FAUB=X, WAUS = Xy 
ЖАПВ=Ф, WADE - 6. 


$5 连续 映射 


(continuous mapping) 


BK, 90, (Y, Oc) AMPS, ERE fiXoY. 
dx X, JPA AER Continuous), 4 且 仅 当 对 于 
V€4£QGD AU E(x, 使 1(0) C V RS, JEUX LE 
SARS (continuous mapping), 当 且 仅 当 了 在 开 的 每 点 上 连 
A., 与 度量 空间 的 情形 有 同样 结果 。 

定理 1 PX oY PHSB SM, 

а, ЕЖЕЙ, 

b. ЖЖ EX, XV Ez (00), MIM) € Q(x) 

с, #ACX, W АСКА), 

$.ZBcY, ШВ) COB); 

e. RET Y BAEXEHITAE F, PC) 是 天 的 闭 子 集 : 

D.OPTPYBEEGRTG, САХТ. 

证 明 apo HV Cee fix) MAU ERD, у) 
CV, Hl UCI!QD, ж ERO). 

Ip. 


bec 对 任意 V CO) RH, НГ! (УУ 6700, 
ЖАСА, ШГП A6, B YEMMAA, BID 
EVNA, ЖУПУ 009 ф, T GO STOOD, WID 
cio, 

cud А-В), REF CAYCB, HR CH ] (А) 
CRACE, жАСГЧВ), BÍ? Bers, 

dee 若是 了 的 闭 子 集 , 风 了 CB) CIT (В) = (В), 
ori EXE DUE, 

ect BETA = 六 !(G 多 人 G) 和 闭 集 的 定义 直接 得 出 。 

fog VERTE), MIOOCV, BHC, 使 
Joy € GcV. HOANNE, JG) € G ik x ET KO), 
TO EW .SG =U, WIU)CECY, 

Ë f:X 一 了 。 若 X 为 离散 空间 ，Y 为 任意 拓扑 空间 ， 出 
了 为 连续 映射 。 若 了 为 密集 空间 ，X 为 任意 拓扑 空间 ， 了 亦 必 
УЖЖ. E; URINE, PEX, YEN, у 
必 为 连续 映射 。 

E X, Td, X ,S 2) 为 扫 扑 空间 ,2 o .9 ,为 同一 集合 
ХЕЛ. AFT LOS sit, BR TX, (X, 
S RAEN. 

定理 2 没 j :XY 了,g :Y 一 Z .车 f 在 点 x CXR, 
8 在 点 Kx) ЖЕ, MBAR gf 在 点 六 也 连续 。 

证 明 Wg ERIC RS, OUTER WE Oe GG ОО)» 
BTW) COG). Wr BR, 故 Ce FMW) = 
f* Ce Wy) EO (х), Mg е j 在 点 x 是 连续 的 。 

推论 若 PIXY, g:Y +2 都 是 连续 映射 M n= 
8。f 是 XX 到 Z 的 连续 映射 、 

B ATD YF ONIS, :天 一 了 ,了 是 开 映 
Si Copen mapping) , 当 且 仅 当 对 任意 G ET MAO 5... 
了 是 闭 映 射 (closea mapping) , 4 НХХ F EF, 必 有 


dB 


КР € Si. 

显然 ， 连 续 观 射 未 必 是 开 映 射 或 闭 映 射 。 

设 x, YAMHSH, PIXOYOUM. PRX RYH 
HERS} Chomeomorphism mapping) BARS. JH DUM 
f, rt 都 是 连续 映射 。 亦 称 为 双 连 续 映 射 (bicontinuous 
mapping), 

Sh, 是 同 胚 映射 ， 当 上 且 仅 当 了 是 双 射 且 连续 开 映 射 
或 了 是 双 射 且 连 续 闭 映射 。 

ЖМБ ИХ, YORAM Med BE, 3k x. YHA 
(homeomorphism) Ж. 

拓扑 学 的 对 人 象 是 研究 在 同 胚 映射 下 不 变 的 性 质 。 

定理 3 ” 同 胚 关系 是 等 价 关系 。 即 它 满足 自 反 、 对 称 、 可 
xe, 

EA  BHRRAREUH EI RR АНЫЙ, 3$ 1X9 
ҮХЯ, Шу XU, MOORE, 
Hf, ВАМИ, M f. ft, в, 8! 都 是 连续 映射 ， 
Bos, ГЕ RRR MW gf EDES g 都 
是 连续 映射 ， 即 gef RAMAN, TERRE. 

定理 4 dERI—f A X EMS TPE, S, FRG 
题 是 等 价 的 ， 

a, Z W AED 


b. ESRI MX, TDX, әд 
c 。 对 任意 x € X, A @„,(х)с HA (x) 

4. Z< 

e, ЖО 

t 


. ACX, As, CAS, 
g. ACX, АЛСА. 
证 明 出 定义 可 知 a 和 等 价 ， 由 定理 1 知 b，c，d， 
e, BEB. HS 3 定理 3 知 f 和 名 是 等 价 的 。 
^ qae 


在 更 一 般 的 空间 中 ， 找 出 一 对 一 连续 映射 是 拓扑 映射 的 条 
件 是 一 个 很 有 趣 的 问题 ， 请 参看 E.Duda 1971 年 的 结果 。 


[3 题 】 


1. 设 C(X) длан х главадан 
Ж, 1, ECOD, r,s XR, W 


a, rfIsgc COO, 
b. min(f,g) ECOD; 
c, max(f,g) €COO; 
d. fog COD; 
. Ex EX, в00) +0, Е" HEC), 
2. жини. 
а, 连续 映射 未 必 是 闭 映 射 ， 
b 。 开 映射 末 必 是 连续 映射 

3, FIX VES, SEDUSXETIERECX, 
ES ICD =J). 

4, Ж A. B 为 拓扑 空间 X 的 于 集 , 使 AUB=X, 
Сахв) П (ВХА) = G, (ABNA = 由 。 若 了 是 三 上 的 函 
数 ， 在 4 上 和 和 在 了 上 分 别 是 连续 的 ， 则 ] 在 X 上 也 是 连续 的 。 

5, REMAX, D=O ,2) 是 双 射 ,出 下 述 诸 条 件 等 价 ， 

а, ЖН, 
b. WIB ECX, PATE) = Е), 
c. WERE CX, REGU? = (85 


4. TEU, 即 X 中 开 集 的 象 集 愉 是 了 中 开 集 的 
EI 


е, K9r)- v (22), IX d pi (0 8 4e o Je Y rb ИЛЕН 
全 体 ， 


6, Bi. g 为 拓扑 空间 XX 上 实 值 连续 函数 ,4 为 X HBF 
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Ж, ЯБА EBUNfGO свк), WE X LAA f(x) gon. 

Т, 举例 指出 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 上 的 一 对 一 连续 喘 
射 未 必 是 同 胚 映射 。 

8， 设 2 为 集合 x LRSM ORS. 0097 BI 
序 关系 构成 完备 格 (complete lattice) 。 即 对 于 任意 一 族 拓 扑 的 
SAGT RED}: EPR 

= ҢА € DI, F2=supl Fi: h € D) 

存在 . 

9。 设 4 为 伪 度 量 空间 E 的 固定 子 集 ， 则 从 点 x 到 集 妇 的 
PER RT OE HIN x 的 连续 函数 ， 

10， 设 了 是 所 有 非 负 实数 集 上 定义 的 连续 实 值 函 数 ， 合 
f(x) =0 SAMMY x=0，] 了 是非 减 函数 ， 且 对 所 有 非 负数 x， 
УЖ f(x+y)</G) +I), 

35 C, 0) JE BE SS Bj, p (х,у) = }(4(х,у)) , E OG p) WE 
量 空 间 , 且 空间 Ono 的 距离 拓扑 和 “《X,d) 的 更 离 拓扑 一 致 


84 X, BRE 


(base, base for the neighborhood system) 


KEGAN, WTR, ЖИНИ 
生成 拓扑 。 这 种 方法 在 一 般 考虑 中 经 常用 到 

拓扑 空间 (X,.2 罗 ) 的 开 集 族 狠 称 为 X 的 拓扑 .3 的 基 或 拓扑 
基 ( topological base ) 或 开 基 Copen base), Ч AMX MEM 
EI DES pM 

实数 空间 中 开 区 间 系 构成 关于 通常 拓扑 的 一 个 开 基 。 

拓 盾 空间 (X,.9) 的 点 * 的 一 族 邻 域 儿 (x*) 称 为 点 x 的 邻 城 
Ж (base for the neighborhood system of a point x) 或 点 * 的 局 
部 基 (local base at x) EL SEE SEM Ж (fundamental system of 
neighborhoods) , 34 EL [C35 £ x 8838483836 В FB CO BS 

ode 


Re. 
定理 1 BX IPE, VCXREXINA x 的 
GÀ. MAMA BER, thx € BC V ME. 

ШИ 车 VY 是 x 的 邻 域 ， 则 有 开 集 U，, He CU V. H 
开 基 的 定义 , 芝 为 .宪章 成 分 的 并 。 故 有 召 E. 哆 ， 使 x EBCU 
cv. 
EZ, ## BC, 使 XE BC V, УЮШ E x Hj $U 
8. : 

定理 2 BZAR, FON — ОР, BEX 的 
开 基 ， 当 且 仅 当 对 于 X 的 任意 点 xy 

Bx) {BE Bix EH 

是 x 的 邻 域 基 ， 

证 明 BANNER 1 BO) BRE, 
反之 ， 丰 于 X 的 任意 开 集 G, # x €G, 有 B.CARGO, 使 
х EBCG., SIEG = | jm. IBEX, S 的 开 基 。 


BO MAX ERT БЕЛЫЕ, 4 Xe 
FER. BORCTHEROR x CX, (XI x ARRE. 

例 2 BAX titi. ARATE X H 
任意 点 x*， 仅 由 x 组 成 的 集合 {x} 是 x 的 邻 域 基 ， 或 ((x): 
x EXi 是 X 的 开 基 。 C 

Mi 度量 空间 (Е, 0) 中 ， 对 于 EMER A, 
{B(x 1 слему ВАЕ, ТЇ (Go Dix ЄХ, 


R SN) WR X06335. 

定理 3 RERGUROTEX-UIBIBCA) 的 某 拓 扑 
基 ， 当 且 促 当 对 用 的 每 二 威 分 避 和 了 ， 下 每 点 xEUnP， 
EWED, Hx CwHwounv. 

证 明 XGEXEIE.U,VESxcUOV. WA 
UNVRAS, 在 客 中 有 含 x 的 成 分 是 0 人 VY 的 子 集 . 


ie 


反之 , RBS ERE, FT REGE RC LEON 并 
fk. Ш 


S -(G:G-l| JB., BEB, D E ft Ede do Ж} 


= JR RUEDAS Ep t SD JA JE AT НЫ. 仅 需 指出 
Как: Ж ЕЛКЕ АЕ ЫН 

ЖхЄШПҮ, Rs odd BAIC, xc BCU 
Rx€CCV, TRAWE Blix ewoBlccuny. B 
X, ОП У Ж ФИДЯ. UTE, WREST. 

定理 4 ” 没 9 为 任意 非 空 集 族 ， 则 2 的 成 分 的 所 有 有 R 
TDAXEX-UIS:S CS) Wika, 

ER RARER, DE F 的 成 分 的 所 有 有 限 交 的 族 ， 
则 各 的 二 成 分 的 交 仍 是 名 的 成 分 ， 由 定理 3 , 哆 是 关于 拓扑 的 
+. 

和 集 族 纪 是 关于 拓扑 .2 的 子 基 (subbase), MARYS HR 
分 的 有 限 交 全 体 构成 & а. 等 价 的 ,9 的 每 仿 成 分 是 经 的 成 
分 的 有 限 交 的 并 。 

由 上 述 定理 ， 每 个 非 空 族 是 关于 某 个 拓扑 的 子 苦 ,而 这 
TAPERS RB. CES 的 最 小 拓扑 。 

定理 5 Ë 了 X,Y 为 拓扑 空间 ， 了 :XY 了 为 映射 ， 
Sg CO 为 和 的 点 x SRA, BF 0008100 WRR, Шу 
TE LEN, 8 B SER C EBUN E B € apod. 使 

Bcc 

成 立 。 

证 明 wf EA x ERE HER CCH), HV € 

‚ GO REO C C ABO x wR, KA BEBO, 

#вс=у, FB) comu. 

Bz, РСФ), ABs Cd) i Oo ty PRE, 
WA CCo»), CCV, HBE, EB EROWID 
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CC, ВЄ&/(х), Br f E x KER, 

定理 6 ЖЖАХ ЕРШ S. MEXR 
RBs), ООК ХЕС Td, (X, 27) ERI 
PRET > T SERIOEXIBEXRA x, MEM B; 
CBO 有 BEB), Ë BCR, 成 立 。 

证 明 由 $3 定理 4, >s >l, Ted, 
S DD 是 连续 的 ， 由 连续 性 定理 ，. 了 了 ,> <> MER B, € 
Bix, ABEB), dB BCR, 成 立 。 

推论 ЖЖАХЬИТРИЊ,, Fi, РЕННЯ A 
x 8.0, SEL GO ЛАРЫН x ЕНЕВ CX, TO, (X, 

SO Elf AE = To SAMY x MEN Л, ATE 

ERER 有 BEBO 使 BiCB Hit. 反之 , 对 于 任 
ЖИВ,Є GO 有 BC Bix), 使 BOB, Gr. 

定理 ?对 于 集 台 和 的 任意 元 x 给 予 工 的 子 集 族 DO), 
在 上 存在 拓 挤 ,使 如 (x) Bx BADIUS, HERETER 
EAE RIL: 

B,. WARA BB, BEBO) ABCBx), 使 


Bc (в, 


a Ж BEB), Mx EB, 
S VEDO, Wüwcao) 使 wcv. BIE 
E» ©», 有 BE 多 (y) Ë всу, 
ER ХЕИ х) 是 x 的 都 域 基 ， 则 由 
定义 和 公理 V., {ЕХ х RR (х) r 
REA S(VCX: f BC BO EB V). 


Ж B,,Bry B.C BO) [Гүв, CM) FRABE BO), 
te! 


&Bnc()B. RH BE GO, BC AZ GO "PE x€ B, 


iea 


He 


BV € G) ДУС 27 (x)- HA V HUE UA y cu. 
则 v CU God WC SB COTEW CU PP € W.N V € 
UY), BH B CO) BC V, BREA, 

反之 ， 若 对 每 点 x CX fW E 5132 BBB 0), 
则 由 

Ф(ху={ус=х:Ң B€ Фо) всу} 

XE XQ GO, FHWA CO 满足 邻 域 系 公 理 。 

Vas WO (x) 的 做 法 推 得 。 

Vi. MAMAVI, Уз, VLC 00, A B ECBO) 


всу, WAE B, H BEBE) 使 Bc Bc (уз, H 
| io da 


Qt BBR, [lv cazoo, 


V. EVCQrGO, WSB C (ЕСУ, 由 公理 
B,, x €V. 

Vin BV CO CO WA B € SG GO ВСУ. BAWB., 
AWC Bx) WEB, XE» €W BEBO) 使 ByC 
всу, 这 时 由 BL О) К, ТУС eon. 

FEU) 满足 邻 域 系 公理 ， 由 人 2 (x) 可 确定 RINT, 
TEB) 是 x АВ. 


t3 题 1 


1. 在 实数 空间 只 中 ， 形 如 
{хїх> а}, {хїх<Ь}, a, b€ R 
的 集 族 构 成 实数 空间 通常 拓扑 的 子 基 。 
2. CARR CE Ou S GO S (y tx x y), ШИ 
(S. GO WFR, E 可 以 确定 为 拓扑 空 间 ， 称 之 为 右 序 拓扑 空 
a. 


-tige 


з. RE, BABS XSF) 的 两 族 开 集 , 车 其 中 
HART HE MENRETHKE, 当 且 仅 当 它 们 满足 下 述 
二 条 性; 

а, ЯТЕЖУЄӘ. 及 任意 x €W, 有 VE 名; 使 
xC€VcW, 

b。 对 于 任意 VER: ЖН ЖхСУ, AWER: 
使 x cwcv. 

4, BCX, OBES, BABIN 

{xix<a}, {х:а<х} 
HO FARE X PA se ЗН ЧЪК PF PGS (order topology). È 
证 序 拓扑 是 使 序 连续 的 最 小 拓扑 。 即 若 e ，bE X, <b, 
则 有 а BJ RU, DAIRY, Mgr xC U, y CV, HA 
х<у. 

5. Bo RR XI TRO, Ж 

а. S=, 


x. x=Us, 


WY 2X ЕНТ, 
6, RIX, FWY, U), WL XB. mg 
cBYRERITNEBURIAMEITEKEREXHTA. 


$5 FRAN 


(countable space) 


Tim ЕНГ ЖЕЕ ЖЕЗГЕ, RENE dn p 
тож, WOHER, ЧЕН, RATRE 
(countable bese) ,有 可 数 基 的 拓扑 空间 具备 很 多 重要 的 性 质 。 
这 种 空间 称 为 满足 第 二 可 数 A IE (second axiom of counta- 
bility) 的 空间 。 简 称 为 第 二 可 数 空间 。 


п? 


定理 1 设 A 为 第 二 可 数 空间 X 的 不 可 数 子 集 ， 则 在 和 4 中 
DA ABS. 

TA БХИ. 若 4 的 点 都 不 是 和 的 聚 点 ， 财 
NEASCA, DU x ГИ С., E С, ПАМ) = 6. B 
BER, BERB, EB, Ex EBCG, щуЄА, yx 
BF, С. А\Мх}= ф, hy Gc、 好 B. B,. FRAME 
-KABAT BARI 7—0. BBE, 
故 4 至 多 是 可 数 的 。 这 与 4 是 不 可 教 的 矛盾 。 

定理 2 第 二 可 数 空间 必 是 可 分 空 涪 。 

EA PIT RCDES E 

S -(U.:n€N). 
BEU, n€ N, B: As (xn € N), MARX TR 
TA. 

SRL, Wy CX, VAY EOM, ABER, BA 
UE By CUCU, BU REE ANA MUN AES. 
HU REREAD, Ay CA. ШХСА, 

FAX AAW MRP A, #X u 2 SRL, 

可 分 空间 却 未 必 是 第 二 可 数 空 间 。 

Т 设 Xx 是 不 可 数 集 . 它 的 拓扑 .是 由 X 本 身 、5$ RX W 
有 限 子 集 的 补 集 组 成 。 则 每 个 非 有 限 集 了 3 都 基 X 的 笛子 集 。 实 
际 上 ， 由 拓扑 的 移 造 ，B 和 每 个 非 空 开 集 相交 ， 由 2 习题 人 0 
ABEXHISTAE. 因 B8 可 以 是 可 数 集 ， 故 外 是 可 分 空间 .。 

SXATRED, БХИ Ц, SAHRA F 
fe, Н х HIRO), TES x KERR 
分 的 交 是 {x}, EXTREM BRN, AEX 
是 可 数 的， 与 X 是 不 可 数 集 矛 盾 。 故 X 不 是 第 二 可 数 空 间 。 

拓扑 空间 X 满 足 第 一 可 数 公 理 (first axiom of counta- 
bility), 当 且 仅 当 X 的 每 点 的 邻 域 系 有 可 数 驾 域 基 。XX 也 称 之 
љета. 
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显然 ， 第 二 可 数 空间 是 第 一 可 数 空间 。 

任意 不 可 数 的 离散 拓扑 空间 是 第 一 可 数 空间 。 实 际 上 ， 关 
于 每 点 x 的 邻 域 系 有 由 单 点 邻 域 GO. 组 成 邻 域 系 的 基 ， 但 这 个 
空间 不 是 第 二 可 数 空 间 。 

上 例 亦 指出 第 一 可 数 空间 未 必 是 可 分 空间 。 

可 分 空间 也 未 必 是 第 一 可 数 空间 。 如 例 工 不 可 列 单 点 闭 拓 
jam. 

EEI ”第 一 可 数 空间 中 每 点 都 有 单调 下 降 的 可 数 邻 域 
ai. 

证 明 GP (Un EEN} 是 点 x 的 可 数 邻 域 基 , 2 了 ,= 


(iui, M ЛИЛЕ ЛЛ ЖАМ 


(m €N). 

PRES, 是 关于 点 x АН Я ВОЗР 06 (subbasefor the 
neighborhood system) 或 x 的 局 部 子 基 (local subbase) , 4 H.[ 
цог, 的 成 分 的 有 限 交 全 体 的 族 是 x 的 局 部 基 。 

定理 4 EXENA: 都 存在 可 数 局 部 子 基 ， 则 X 是 第 一 
可 数 空间 。 

证 明 HU. n EN} 是 点 x 的 可 数 局 部 子 基 ， 令 V, = 站 
{Uii ken}, BHV MCN} EA х 的 可 数 局 部 基 。 

定理 5 ” 设 4 为 第 一 可 数 空间 X 的 子 集 ， 则 x 是 4 的 接触 
点 ， 当 且 仅 当 x 是 4 的 点 列 〈《x,，n E N) ХНА. B) 
对 于 x 的 尾 意 邻 域 0， 有 mC N、 当 ?ro Bl, x. CU, 

证 明 由 定理 3， 设 {UnEN) 是 x 的 单调 下 降 的 邻 域 
Ж. 因 x CA, HOPTIERR EN, 有 x, CADU.. BA A 
的 点 列 (x,，n EN) 在 和 中 收敛 于 x 。 

RZ, 设 V 是 x 的 任意 邻 域 , Win. CN. "inni, 
x,€V, BV NAO. Bx СА, 

推论 没 A 为 第 一 可 数 空间 XX 的 子 集 ， 则 4 是 X 的 闭 集 ， 


Be 


当 且 仅 当 若 有 点 的 点 列 (x,，Pm Сл Ех ЄХ, x € A. 
SRE, WAR P A = А, ШЕЯ. 
定理 6 ихт, VARS, iix-Y 

NAR, f ЖОН, SAME XM, n € Nik ik 

于 x， 则 了 的 序列 QOO, n € N) RAFI). 

证 明 设 在 关中 ,一 ww， 对 于 任意 U C (O22, Hf 

的 连续 性 ， 必 有 三 :CD С (хо), Axx ia EN , 当 

apa it, x, € (0), FEX nne 时 必 有 六 x,)EUVU. й 

fix) (ко). I 
EE, Bf tian ARER, MISHU C (Oa), ERIT 

TVCA/GDO HIN 

КУ) NGUHe, 

设 (B.:n € N) Bx, AMRF RTA, MATEN 

п, HBINSUAG, Ry, EHB) DU, y EiB), Ж 

LEMSM @ јх.) =>... В. Ж TT RE E xm. 

A y. E U, fx) = у, WTRF fO. 


{з #1 


1, S6 n 3k IX RS — ИМЕ 4% AE HENCE OR X 
的 拓扑 基 。 
~ 2. ЖЇК ХЕЗ Н (countable chain con- 
dition), HERA X aye FSA PAE HD S, RER 
ЯНИ Sri ash. ORLA. 

3. Ж 1 :XY 是 连续 开 满 射 ， 痢 全 是 第 一 (二 ) 可 数 
ZA, MYERS O WARA. 

4, RARBG TEVA, ERRAINA. 

5. 从 度量 空间 是 第 一 可 数 空 间 。 

6， 伪 度量 空间 是 第 二 可 教 空间 , 当 且 仅 当 它 是 可 分 空间 。 

» 124 s 


7. 设 D 为 小 于 或 等 于 第 一 不 可 数 序 数 о. 的 所 有 序数 的 
Жа. Ф X-0Mo), N ARAB. SERA, N 
ЖЕПК pR ар а, пай TRAM, UR 
满足 第 二 可 数 公 理 。 台 不 满足 任 一 可 数 公 理 。 


$6 TAM, ЖН 


(subspace, induced iopology) 


AO FARA, Y 3 XT K, 4 
=U U=GNY, GEF}, 
容易 证 明 CY Qe) PS ORAS HBR SETA (relative 
topology) , (Y, e (X 7) 的 子 空间 (subspace), 

BERR U НОНУ PER, ЛЕСИ ENT 
ЖЕ, Rr YNU 称 为 Y 中 闭 集 、 相 关闭 集 或 人 ZL 闭 集 。Y 了 的 子 售 
ASST HUT 的 闭 包 是 4 在 中 的 闭 包 (closure ia Y) E Bl 
&. 

不 论 Y 在 关中 是 什么 样 的 集合 ，Y 在 子 空间 (Y 40) 中 是 
BH LA. BE, BAY ,QB) 是 拓扑 空间 (Х,У) 
的 子 空间 ， 当 且 仅 当 了 CX， 旦 QB 是 .的 相关 拓扑 。 

BBE Ee BSE CY AX FMT Sie, 
(Z, %)JECY AO BET, 则 (2 07038 CX 70. WES 
间 。 

BY, CORX, FOES, ABY MTR, ARTY 
定义 4 是 .3 Hr HR, ART ERROR, ANTE 
CRORE RS y HT ESL ЧИЙДИ, ЗЕЯ. 

定理 1 RY, WO BCX, 27) ЮРЕ, АЖҮҢ Н 
Ж, WMARGHR, MBRYARY MRS 闭 集 的 交 。 

证 明 AROZHHGÓYXAROOERSSYMAIVDY, 
其 中 V EUIS A CODO Y RAT IER <> А 


sd 


ЖҮК. 

定理 2 RY, QB (X,90 的 子 空 间 ，4 是 了 的 子 
St, ЖҮ A EARE, HBR y BANTER $h 

证 明 поду ыту MT У, ë U = 
VA ABEN SSE X. y 是 A 的 ZH EXT y fh 
EERE U Н UQ AAA (Vy n yyn A= Y n 
(nay-vhtAasec»yEAm Eis. 

Ji. RY, AEX, TATEN, ALY OTR, 
WAR) 27 WI GE AT AURI Y Bye. 

RY OE (X TOME EI. ЖҮ GEXRDIPTAR, Ws 
YRARBAXMAR, EY EXIST, ШҮ 的 闭 集 也 是 
Xi. 

定理 5 db (ODE A, 的 子 空间 ， 则 包含 映射 
i:Y +X SEER, 

证 明 HAET FRU, UOUN Y , aH 
RB. HŠ 33520 IAN 站 为 连续 映射 . 

HUKARERE 1 RMR ИРК. 

XU SHARE f HERA ME, ERARE 
导 拓 扑 、 有 下 述 两 种 情形 ， 

a。 设 了 :和 ~ 了 是 集合 基 到 拓扑 空间 (了 27) RH, Ж 
买 上 导入 拓扑 ， 使 了 为 连续 映射 - 

b. B f:X— Y Ж ИКЕН ОХ, 到 集合 了 上 前 映射 
ЖҮ LEAD, di 为 连续 号 射 。 

首先 考虑 a SR ATIRE S HERE, ТХЕ 
扑 不 是 礁 一 的 ， 妇 离散 拓扑 就 是 一 个 。 显然， 车 关于 的 拓扑 
TF, ЕНН ГРН RG, RRM. ik 
A AA Rf BEI X BLEU И. 

定理 4 WEX+Y ARANDA (СҮ, ФЕ) 的 映 
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射 ， 作 

T= PNU) =O CERY, 
W(X T) 是 拓扑 空间 ， 使 映射 了 是 连续 的 ， 而 且 .2 是 使 喘 
射 了 为 连续 的 和 的 最 弱 拓 扑 。 

证 明  HvERITZ.7. Z. RI MER HE §2), 
可 直接 推 得 .9 BRT LT T BX, TF ) 是 拓扑 空间 ,由 
1 连续 性 的 等 价 条 件 : 开 集 的 原 象 是 开 集 , 故 根 据 .Z 的 规定 ， 

IE, T) 8) (Y 20) 的 连续 映射 

BF :也 是 使 了 连续 的 天 前 拓扑 ， 则 必须 有 .2 三 :0207 
=F BT 是 使 了 为 连续 的 最 弱 拓 扑 。 

定理 4 REX ODT HARPS ACY 2) RR 
1:Х Y WE SHE (induced topology). 

其 次 考察 b 。 显然 为 了 保证 1 的 连续 性 ， 在 了 .上 可 确定 的 
拓扑 也 不 是 唯一 的 如 在 Y 上 确定 密集 拓扑 即 可 。 BR, EY 
ERR MPO | RES, WATEK Edad, ах 
是 连续 的 。 故 必须 考虑 Y 上 使 了 是 连续 的 最 强 拓扑 。 

定理 5 设 1 是 拓扑 空间 ( 苹 ，.9F) 到 集合 Y. 上 的 满 射 , 令 

B={G: GCY, FOET), 
ACY ZO EE qul, HP ЖЖБИ. E Mah ay 1 Ж 
连续 的 了 的 最 强 拓 扑 。 

类 个 于 定理 4 即 可 证 出 。 

定理 5 确定 前 了 前 拓扑 2i ， 也 称 为 由 拓扑 空间 ( 瑟 ,2 ) 及 
Wal f 3 X— Y RA Sb induced topology). 
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1. 第 二 可 数 空 间 的 子 空间 也 是 第 二 可 数 空间 。 
2, BO OEK DATZ, WUT, s Bax 
YET, 
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3, BY RBM DRTE, T ES Bn Tes 
则 . 
4. -iYnG:G e.) 
是 的 拓扑 基 。 
4. PACK FYB CY GO ERO, X X ET 
Ж, Y. 为 满足 FOX. Y B Y AT. 41, 为 了 在 X。 上 的 
限制 映射 ， 则 # 为 关于 Xo, Y. 的 相关 拓扑 的 连续 映射 。 
5. & 1:X (Y, U) WRAX БШК ВВА, 
EX WY dU У ВИНИТ, ЕТИК, MEX 
的 任 一 子 集 B， 有 
E=f 1} (B)). 
6. 举例 说 明 可 分 空间 的 子 空间 未 必 是 可 分 空间 。 
7. 设 f:X-Y, JOOC BC Y. 用 8 表示 将 了 看 做 入 
到 8B 的 映射 ， 则 对 x € Xx， 下 述 命题 等 价 : 
a 。 拓 扑 空 何 六 到 拓 扩 空间 Y 的 映射 了 在 x 点 连续 ， 
b. diia X Sli daria] B 的 映射 8 HE x 点 连续 ， 
8. 设 了 为 拓扑 空间 (X, T) 到 拓扑 空间 (Y，Q@BL) 的 连 
SOR, 2 是 由 .和 确定 的 诱导 拓扑 ， 则 BU J 620, 但 
A 1097) 000, 
9。 设 了 为 拓扑 空间 (OX 70 dh 2 IJ СҮ, 00) B 3 
91, Н] Ж#Н. M= AEK M(X, T) Rf 
确定 的 诱导 拓扑 相 一 致 ， 
10, 设 了 为 拓扑 空间 X 的 稠密 子 集 ，N 为 X 的 闭 子 集 ， 若 
N NY 在 子 空间 Y 中 含有 某 点 * 的 邻 域 ， 则 六 在 天 中 含有 x 的 
WR. 
11. # (X,<) JERMEN, Y XX TE, M 关于 
<, YERERE, EXT Y IMT WARK T XAR 
With. 
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第 四 章 HPS a See 
(separability and connectedness of 
topological space) 


$1 2828 


(separation axiom) 


PSA X 57) RAT BA CT space) Колмогоров 空 
A, ВАРЕНИ x，y， 有 x 的 邻 域 0 使 
YEU, RA y BR eV, DEZ- BRI. 

定理 1 拓扑 空间 X 是 Yo 空间 ， 当 且 仅 当 对 于 区 的 任意 
MEX, xE Ry ETRE. 

TEA yelper AREV, itve 

Tid KT) PRAT SA (Т1 space) 或 Fréchet 空间， 
мча X AERA хоу, Ax BRU i y 的 令 
BV YEU xV. 

定理 2 APSAXET 空间 , 当 且 仅 当 单 点 集 是 闭 集 。 

EM 对 于 任意 相 异 二 点 x.y, Fx DOME y OBR 
VÉXCUH x£Ve-x€1y)H »€éix1«— ФТУ 的 
BRE DE. Bits ty} 

LEBET ITI VEI MESES SETUP 

Al 多 于 1 点 的 密集 拓扑 室 间 不 是 T。 空 间 。 

例 3 Bg =AL G ARARA, MEMPEN, 
因 单 志 集 是 闭 集 ， 故 (X,9”) 为 空间 ， 

ЖЕРЕ OX 57) 称 为 T? 空 间 CT; space) 或 Hausdortt 空 
间 ， 当 且 仅 当 对 于 X 的 任意 相 异 二 点 ry, Ax BRUTY 
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MPR VU =. 

ERN: SX WR, PETAN. BES ESE 
ЕТЕД 

定理 3 APSA) 是 Ti 空间 ， 当 且 仅 当 在 和 的 各 
Hon x 的 闭 邻 域 的 全 体 的 交 是 {x }。 

证 明 Rx ARMS, vex, СО, € 
4G), y €U, C Y (у), EU ПО, = 6. WU. BRE y 的 
xR, By CE. RDE- {x}. 

反之 , 落 ? # х MT x ABIRE Y.A UW, 
Y=@Ww, MUNV=6, UC GE GO, VERY). 

ЭДК X HTS a (Ts space) 或 Vietoris 空间 ， 当 
ARAM FXMATEE, WURBCPPIARXHBUEX. BEX i 
BRU AF ИЙУУ, СПУ = 由 

za 空间 同时 为 Ti 空间 时 ， 称 为 正则 空间 (regutar space) , 

AAPG LAM EMA, HEM MR TE 
B. 

定理 4 WPS, TAS, MAY XA 
EN 

证 明 对 于 任 一 xEX 及 任 一 开 邻 域 U, CW), MEUA 
不 含 x 的 闭 集 。 由 7 条件 有 开 集 "，W ， 使 xEYy, WDEU:, 
YOW-é.dkvceWwcu..pvewoili.dvceWcu,. 
ШхЖ Ий. 

KZ, MEERAR FR x Z F, CEHE WAR. Bx 
ЖИИ, БОНУ € Q7 CO EY CF TRY ОР, x€ YV, 
УП € Y = ф. КХ TA. 

ЭКЕИ XL, FAT RIA CT, spacel ， 当 且 仅 当 对 于 X 的 
任意 二 不 相交 闭 集 F1,F;， 存 在 开 集 U,V, ШРС, FCV, 
UNV=¢. (Tietze 第 一 公理 ) 

了 空间 且 为 Ti 空间 时 称 为 正规 空间 (normal space), 
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和 Ts 空间 、 正 则 空间 同样 , 有 些 书籍 将 T: 空 间 称 为 正规 空 
Fl, WR EMS MARAT OSA 
RES ЖАА, 当 且 仅 当 对 任意 闲 集 F 及 包 
合 吕 的 开 集 口 ， 必 存在 开 集 口 ， 使 
FCUCUcG, 
和 定理 4 的 证 明 方 法 相同 即 可 证 得 本 定理 , 留 给 读者 
ig, 
Bl 4 设 X= (a bb. 09 Xh F a> (dah, Х з= 
АФ, D XL. 16, {a}, O3 XE RE OCTO 是 拓扑 空间 ,但 
PRT BA, 
X FIDEA TIET BA, APB SA. 
RAG FORTE, ARRETE. 
OG (K T D Fa) (Ki FORBES BX, 
FU, KX FORTS, MA FS) PREM, 
(Х,У) UG 7). (X, To BETS AR ERS 
TE Х,У) DEAK at (03, D ID AE AREUR X ДХ, 
SO BEET SIB ET 21, RE БЫ], 
在 例 + 中 观察 序列 (xnE N) ， 
J a, n= 2k, 
x= 
l b, Bins 2k+1, 
EKT) P cs nE NIRE а,Ь. HECK T Apl nE IND 
ЁШ b E OG P Gen М) RRI а, FE (KF ad 
th, Gone NERE. 
Be M PLI EnA, akana 
ERESZ, Tinka ЕУР, 
Habeas CX, 7) PRI T ES 18) (T; space), HARA X Éy H: 
SC SMAI. TE Ву Tee AY Psy SE SIE HENRI] 
(completely normal spice? WERKERS (bereditarily 
normal space), 
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ESRB] (x , T FRA, BHAA M (separated set) М 
Н ЧАПВ=АПН=%, 

定理 6 ASX, TIALS, 4 BY X НЕ 
BARRA B, FERRU, V, ЖАСО, ВСУ, UNV=¢ 

(Tietze 第 二 公理 ) 。 

证 明 BA. BAXWAWR. SG=xX\CANB) MGR 
FE. FA= ANG, B= ВПС, ЩА ПВ= $H А, BEE 
G 中 是 闭 集 。 HAGHE T. EGER MARU. V, 使 
ACU, BZV, UNV=d, HBSS § 6 定理 2 推论 知 7, VE 
ХЕР 5ВИЖ.ШАПВ=АПВ = ф, IKAUBCGH ACA, 
BCBi, T ÉACU, ВСУ, 

KZ, RAHMPSAXNFSA, HH PA BRAK 
的 相对 闭 集 , 因 A= ANH, B= BCH, K ANB= AN B= 
由 FERRE ХФ, V, ACU,BCV UC V = 0. 
=U NK, V= УСН. УНН, E ADU, 
ВСУ, UnVi-é, ВН MTS, 


(J "1 


1, GAUET,SE BIA T RAST ,空间 (i=0,1,2,3,4,5)， 

2 人 空间 的 任意 子 集 的 导 集 是 闭 集 ,。 

3. pl 3 的 拓扑 是 满足 条件 的 最 弱 拓 扑 。 

4， 设 F741 为 集合 XX 上 的 两 个 拓扑 ,F192 BX, 
Fy) AMS, WF) BETE Ë. 

5. EOS SEE IL AUF ERIKA x,y, HE TS 
WY REX Y, (рО) 7100, MX ATE. 

6。 举 例 说 明 Ta 空间 的 连续 象 未 必 是 TEN, 

7, ЭЗБЕ EMG ИЕА, WR, 
SERERE. AA, USA, Ваха, 


HEP 


8. RAMPS (Х, TO SER TE, WA ЕЙ, 
当 且 仅 当 对 任意 xE 下，{x} EAR. 
9。 试 证 下 列 叙 述 等 价 ， 
a, Акай а ИЖ, 
b. MFXMERFRA, ЗАКС Е 
ЖА, 
с. 含有 点 а 的 所 有 开 集 的 交 是 {a jy 
d 。X 的 任意 子 集 都 是 闭 集 的 并 ， 
e 。XX 的 每 个 非 空 子 集 都 含有 非 空间 子 集 ， 
10. BAT. aE DERE RX ERTH ihik WE 
小 上 界 也 是 Ts 拓扑， 
11。 设 X 为 实数 集 , 规 定 X 的 真子 集 C 是 闭 集 , 当 且 仅 当 在 
通常 拓扑 下 C 是 有 界 沼 从。 则 天 是 Ti 空间， 但 不 是 TEH, 
12. E To 空间 X 具 有 可 数 基 ， 风 集 X 的 基数 最 多 是 5 。 
13。 EXA RE XY. DANZA NSP ЕА 
8, 
14. $X ST BTS], WLX yT ZR. 
15. RIEFARRSH 
а, METRES RS xC G, AFRO „хс 
Q.c Q.cG, 
b 。 对 每 个 闭 集 4，4 的 所 有 闭 邻 域 的 交 是 集 43 
c. XEPSAMEAROEAEB, GAIA, MAK 
G, EANG+ġ, BG CB, 
d. NH T3 SSÉARIBED, # AQB-6, 则 有 不 相 
交 开 集 G1 和 Gs， 使 
Af Gst$, BEGa, 
16. SPM, RX ETA SHIT 107. ET 
Fao TETT AR. 


-ie 


$2 函数 分 离 性 


(functional separation) 
A 

定理 1 d B RSX A LAMY 的 连续 映射 ， 则 

F = {xt f(x) =g G), x€ X) 
ÉE XS T f, 

证 明 РАЕН, SHEEP, AiO) +g). H YB 
THE BUCO GOO), Y€ c GG0), ОПУ - ó. HHS 
$ 33801, FCDA eV) NEUE x NBR, Va. £I) 
Па) а х ABBE. BE 

w-fp'apnng10D. 
Жусу, MIO) CUsg(y) СУ. W UnV = 6, 0) #80). 
即 yE ФР. RWCEF, АПЕР, TF AAR. 

车 了 不 是 Ts 空间 ， 则 定理 不 成 立 。 

例 1 HX = {a,b}, 7 = (dla bao {os {arb} {0} 
f(a) =a, f(b) -b,g(a) = В) =a. 

Уф) = 6716) = ф, fI Cab = а Cia; bp = {а,Ь}, 
Tf RE XT 3I OG 7 1) 的 连续 映射 {Н 

{xt f(x) = 8Cx)} = {a} 
在 (X,2 2) 中 不 是 闭 集 。 
推论 设 f 为 X 上 连续 实 值 函 数 ， 则 
{xi f(x) =0} 
Re X T A. 
E ADF ОХ, AMER, BATE C (X) ,使 
A= x: f(x) = 0} 
B, MERAH EE (zero set), 
EHEC, 使 
Az={xi g(x) $0, 


apa 


INE A Ath BM (cozero set) 。 

Hit FRAME, PERAK. 

定理 2 db fg 尖 扫 扑 室 间 XX 到 T, 空 间 Y 的 连续 映射 ，A 
WX dE. BEAMEARE, TO = в) ЗК, WEXE 
HATO) = gG), 

WA < F= {x: рО) sga BERI, FARR. H 
ЖЕ АСЕ, IKACF =F. 因 A = X, #F= X. 

拓扑 空间 (X,F) 是 完全 正则 5 |8) completely regular 
space) ， 当 朋 仅 当 对 于 XX 的 任意 闭 集 和 的 任 一 点 € F, 
EX LEBER ARB! Хек, dE 

а. Оо) 1, ACAI CCO, Ds 

b. f(x) = 05 

e. 10251, шке FM, Р) = 1, 

当 完 全 正则 空间 忆 时 为 Ti 空间 时 称 为 Taxon 空间 。 

定理 3 Тихонов 空间 是 正则 空间 ， 

证 明 设 F 为 拓扑 空间 的 任意 河 子 集 ,xo4 FP， 购 由 条 性 
FRESE BBX RFE Jx) 20/00 = 50 О «1. 


G= {ijo <, 


NGXX& RscocG-ifositct foci) 
сФв.ФЕНЛЖ СШ ©, Pci ЕС GO, IX AE 
则 空间 . 

ЖИРЕН УНГЕ Ж. 

定理 4 a .度量 安 间 是 完全 正规 空 阿 ， 

b ， 完 全 正规 空间 是 正规 空间 ; 

ec .正规 空间 是 Тихонов "rfl, 

d., Тихонов 空间 是 正则 空间 ; 

e. IER рТ RU 


otis» 


f. TENET ZM, 

g. TERMET Sil, 

证 明 a 由 第 一 章 8 5 习题 12 和 8 1 定理 6 直接 推 得 。 
айе шз, 

是 $1 定理 2 的 直接 结果 

bf，B， 都 是 显然 的 ， 

c 的 证 明 在 3 Bh. 

AF SRR EA TREM, 

定理 5 a ,度量 空间 的 子 空 间 是 度量 空间 ， 
b 。 完 全 正规 空间 的 子 空间 是 完全 正规 空间 ， 
c ， 完 全 正则 空间 的 子 空间 是 完全 正则 空间 ; 
d, 正则 空间 的 子 空间 是 正史 空间; 

e 。7: 空 间 的 子 空间 是 7 空间 

fT 空间 的 子 空间 是 TT 空间， 

в. АШ: ЕШ АРЕ АШИ 

ВО ERE RM, EMER. 


关于 正规 空间 只 专 闭 子 集 必 是 正规 空间 ， 一 般 的 子 空间 未 
必 还 是 正规 空间 。 反 鲍 在 3 3 中 。 


定理 6 第 二 可 数 的 正则 空间 (X,.F 7) 是 正规 空间 。 
ED WAIBAXIORARSEPIAS, BAT 的 可 数 基 ， 


B=, nC NH. 


хаса, aC @B, BTE. THR G., Wa € G.C 
G.CEB. MUT af GAUE BMacu.cG,, WUC 
«B. FIERI XET & b€ BLAU C B, Mlb CULCU = ФА. 
于 是 得 到 .多 的 子 族 {0,: aC АРЫ (UL: bE B}, 它 们 都 是 至 多 可 


列 集 , 设 分 别 为 {0,,} 和 1U0。,}， ais Acl Jo. „ве Jo... 


G-U,,, Hi-U, NG 


"14. 


-Æ HEMET OL, Govs Саса HuHo ns Hi: W, 
确定 


"E hU JH, 


Н. =0, AGUS бай Ú G). 
4 
O1= UGi, O,= UH, 
由 一 — 
Hicv,,c@A, GCU, OEB, 
得 


А-а, na cle. - ox aco. 
O, ЖО, BAAR, H 


oio; L] G: nu) =. 


ЈЕТРЕ, HOLA) 3E312 I, 
推论 ”第 二 可 数 的 正则 空间 必 是 完全 正规 空间 。 
实际 上 ， 第 二 可 数 人 性 和 正则 性 都 是 继承 性 质 。 


| 题 了 


1. 7 空间 的 闭 子 空间 仍 为 了 空间 。 

2, 完全 正规 空间 的 子 空间 仍 为 完全 正规 空间 、 

3. Tuxonos 空间 的 子 空 间 仍 为 Тнхонов 空间 。 

4， 零 集 是 可 数 个 补 零 集 的 交 。 

5. ARSE, "HDOUNIECOD für CR, 使 

A= ix: f(x) < (2) ғ). 

5. ЖУКЕ Н ХЫН ТИ, Ji X- 1, # í EV E. 

CV "上 都 是 连续 的 。 刚 у EER. 


He 


§ 3 正规 空间 


(normal space) 


定理 1 REGGIO RE TUR, ire С.) 为 开 集 族 ， 
使 X= 【JG,， 则 必 存 在 闭 集 族 {F!，…,P,}， 满 足 


F,CG,, is 2. eon, X= Р, 


证 明 对 各 G,， 必 有 
AUG CG. 


are 
因 X 是 正规 空间 ， 由 $$ LMS, ARO WE 
х\ Je;co,co;co,. 


ix; 


HORE Gi, WH 
x=0,U(Ue). 
"x 
HOA. EGov, HO SEG, WOC, B 
1056, GPR RX. 1800650, GP, OAR Co, tE 
0;cG, B1000 GC) BE X. ШАЙ ОКЕ Gu, Ш 
0,COG., HÍ0,05 7,0, HEX, + 
F.= О. 
BF, Ға, Е. ЛР. 
定理 2 (Урысон) UE (Х,.9) Te SALA XH 
Ж. А ПА = 四则 存在 X 上 的 实 值 述 付 函数 1 ХОА. WE 
а, KIHK El JOO CCo, D; 
b. 当 xE A fod = 0, САО =05 
€. Mx€ Au foo 71, СА) = 1. 
证 明 MENEG v Au X ATS |8], MO w AAC Gi, 
* {38+ 


#[FEG,, ACH C десб. AEG, CG, HERE G), 
EGCG CG CG ЖО ce, eco. 分 别 有 开 集 
9; ` Gy А EGCG, co, SG, CG CG, co. c 
Ge, ЗАИСТА, ЖОВ. TREE бз Ж 


FBC rr HE cou i бан, TË ЗР 


所 有 形 如 r= 789 进 小 数 ， WEXTS&C. 使 


Асб» G26, 0<), G7 VA; 
SHEA CG, Sf 1, HEG, > 
16) =inf (r; xEG,}, 
Ш ў) ст. 特别 地 ,对 xE5 А, МЄ Со, ATi fix) =0, 
BENE Xn BEG ШО) E xe. WEG, 
WA Sr. 

ЖОН UE RH £2 X— REA. MER хехе 0. 
BiG) =0, Bh Petty Л т, ИС. Ж x АВ, мусс, 
时 ,|f(y) 一 Hx) Sr <ey {т f(x) = 1 ROA > 1 e, 
ING GE x 的 邻 域 , 当 ?E GS HF Dr, PIE Ce) - 12] 
hare, HO< f(x) <1, ROMANE rer’, Сх) ее 
«o«r «fu te, SUG) 5G. NG., NIUGON x IE 
F. Ey CU (x), Bless, WilfGOo- Кх) <e, 

总 之 ， 不 论 ffx) 的 值 为 何 ， 了 都 是 连续 的 。 于 是 了 满足 所 
BROLIN, 

定理 3 нох, FT) BMPR ER 
Аз, Ar, AEX LSB foXoR. WE 

а, OKOK]: 

b. Kade, XE Ag 

e, find=1, SXxC A; 


se 


WX, FATS 
证 明 对 应 不 相交 的 闭 集 4 A, HEEL ХЕ ERE, 4 
U-ix€X: J(x)<1/2), V- (x€ X: fle) > 1/2), 
ДОУ, HUDA, УА, ОПУ=ф, MXR, 
定理 4 (Урысон PREM XPA, PRX 
WHER. e: РЕНЕСИНИН, MEXER 
实 值 有 界 连续 通 数 1:X 一 R， 满 是 
а, ПЕ= фу 
b, supll fGO | 1x CX) = suptlgGO E x E FH. 
证 明 ио =supi|e(x)|: x€ F), 车 m7 0, B] ФР) = 0, 
0х) 70 € X) ЩУР. МГ моон. 
EFE, $ wo, HS 
Asc {хїхЄР, Фох) - до/з}, 
By = x; XEF, pox) p0/3}. 
Apo F-REEEN, КУ ХИН. MK Ao Bod X 的 闭 集 。 
HEM LEX LAER RM XR, 8 
foC X) CL — no/ 30/37, fol Ac) = ~ Ho/3, fol Bod = юо/3, 
BEF E, 4 
Ф.б) = polax) — fo(x), 
Mie FRESE, Ни = supl or F )| &20/3. 
Abe Lew E, Hp Em F—R, BBE 
Art (xix€ Poi ~ 0/3}, 
В.= {xxEF, px) 3}, 
XoEHRHEEIXOR, E 
ОХ) CO t/a 3, АСА) = – 1/3, fi B0 = n3. 
ЖЕЕ, 4 
ф(х) = wx) 7 fitx), 
如 此 作 下 去 ， 作 出 F 土 的 连续 函数 列 ， 
pop 
«98» 


和 X 上 的 连续 函数 列 
{ofiofi ws des e} 
使 
Pari) = Фф, (0) 7f, (к), x€ P. 
WF н. = вир|Ф,(Ё)|, n2 1,2,5, 有 
suplf. OO |<їн./3, p. SI/3, 
TH, 有 . 
supe. w (2) He, suplja ceo«( 2) (2). 


EXE, H4 
5.(х) = ENO, n20,1,2,, 
Ri 7 
15.6) - S. DILE ШИ | 
<EM> 
Ж (5.00) EX LEBRA ERAR 68 Ж 


$2. АШ 
100 = Hm $, 60, (xEX) 


在 X 上 是 连续 函数 ， 而 且 А 
HOILE li oa KEG) Gu 


故 
sup | GO |< pe -sup |p G) |, 
zer ЗЕТ 


于 是 b 成立， 
最 后 ， 对 于 xEP， 因 tim р, 00 =0, Ж 


169 im (31500) [L Фф: GO - 5627] 
= lim Сфо(х) — Pari (02 = polx) = р(х) 
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0: 叉 一 R 即 为 所 求 的 函数 之 一 。 
定理 5 设 (X, 儿 ) 为 Ti 空间 ，F 为 X 的 闭 子 集 ,9: FOR 
为 连续 画 数 ， 则 存在 X 上 的 连续 函数 小 ;Xx 一 R， 使 


ФЕ = Ф, 


证 明 ба) С- 1,1) КЕЙЖ ЛЕНИ, + 
а= вәф, Wa Е) C- 1, 1) 中 的 连续 映射 ， 由 定理 4 ， 
存在 X 上 的 实 值 有 界 连续 函数 q;:X 一 R， 满 足 

a. qlF=h; 

b. sup la@ |«1. 


TA CO 8 (00),9] 9: XO R 为 连续 函数 ， 且 ylF= v. 
实际 上 ,在 PF 上 有 y=g tag hog !°р°ф= Фф. 

定理 6 车 拓扑 空间 XT) 的 任意 闭 集 F 上 的 连续 函数 
便 可 扩张 为 X 上 的 连续 函数 ， 则 和 是 T, 空 间 。 

证 明 方 法 与 定理 3 яна, миня. 

HAZ OC 7) B9 Ts 空间 或 Yedenisoy 空间 ， 当 且 仅 
当 任意 非 空 闭 集 是 蕉 集 。 即 对 于 的 非 空 闭 集 F ， 存 在 实 值 连 
ROMS. BECP = One) #0, . 

Ts 空间 同时 是 Ti 空 间 时 称 为 完备 正规 空间 (perfectly nor- 
mal space), 

设 A 为 拓扑 空间 (X,.F) 的 子 集 , 妃 称 为 G, 集 , MARYA 
为 可 数 个 开 集 的 交 。 有 4 称 为 F。 集 ， 当 且 仅 当 殷 为 可 数 个 闭 集 
КР. 

定理 7 对 于 Ts 空间 (X,.97) 的 子 集 F ， 下 述 条 件 是 等 价 
n 

a, FRARBAGR, 

b. FREER, 


证 明 Gr-[]o, Gi HFK. HERA, BERRI 
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FE XX 一 [9,1] 满足 
f.G@)=0, 4 x€ P, 
fic) = 1, M x€ б. 


令 f= Уа? ‚ЖЕЕ Н) — ЖОБО ИЕ ИШЛЕ I ft 


X 一 [50,1] 为 连续 映射 ， 而 且 F= {xEX:f(X) = 0). 实际 上 ， 
ЖхеР, MAL, {йх@С WI. (х) 50. 3 x€ FB), BH 160 
=0, ЖЕ= (x: j(x)= 0). 
反之 ， 设 有 连续 函数 位 xol, Ш 
F={x€X: јо) -0). 
BRPRAR. ВИ 


к= «exit ote Т), 
FAG Ж. 
推论 Т 设 4, 了 为 拓扑 空间 (X,.9F) 的 不 相交 零 集 , 则 有 8: 
X 一 [0,1]， 使 
A={xEX: g(x) 720), B= (x€ Xi вО) = 1}, 
ЖЕКЕ, MOX DICO, 1009 SE Se ont foh, Ш 
A= (x: f(x) 20), B= {x: k(x) = 0). 
Фа О), Wig 即 为 所 求 、 
推论 2 MHINA, TET 空间 ， 当 和 且 仅 当 X 为 T 空 
间 且 任意 闭 集 是 Gs 集 。 
这 是 定理 7 和 推论 1 的 直接 结果 。 
Hit) MIARA, 是 完备 正规 空间 ， 当 且 仅 当 X 
为 正规 空间 且 任 意 闭 集 是 G* 集 。 
最 后 ， 再 介绍 儿 种 分 离 性 公理 。 
拓扑 空间 无 称 为 完全 Hausdorff 空间 (completely Haus- 
dorf space) ， 当 且 仅 当 对 于 X 的 任意 相 异 二 点 x， у 有 UE 
U VEU), ЖОПУ = 9, 


“ite 


容易 看 出 ， 每 一 正则 空间 是 完全 Hausdorff 空间 ， 且 每 个 
完全 Hausdorff 空间 是 Ti 空间， 反之 都 不 成 立 ， 故 这 是 Т.Ж 
间 和 正则 空间 之 间 的 一 种 类 型 。 

拓扑 空间 X 称 为 Ypucon 空间 ， 当 且 充 当 对 于 区 的 任意 
相 异 二 点 xy ,存在 连续 函数 FEX 00,13, 使 1(x)=0,， Ну) 
=) 

开 集 G 称 为 正则 开 集 [regular open se), 4 LLG =(G)*. 

HAASE Hh TE WA Ж (regular closed set), 4 Ez P = (F°), 

ЖИБЕ ХК EE IE (semi-regular) 92 (8] , 4 AYE 
JESEIN ЖЖ R X yi ds, 

关于 分 离 性 有 下 列 关 系 咸 立 。 

SERIEN SE EM IE Тихонов Y puicon. 


3 
EN => 完全 Hausdortt 
EXT. => “Ti 全 Ti 地 Ta 


[3 m 


1. EMER), EMS IAE E EGER = 
HR. 

2. EMSA QC MRP CASH REGERE F], 

з. PRENG. 

4。 试 证 完备 正规 空间 是 完全 正规 空间 ， 

5。 可 数 集 上 的 正则 哲 扑 是 完全 正规 的 。 

6. E X-(- 65D, XM MRA $ 2, 8100<0<6), 
JE ХШ ЗЕТ ER ENS, PERNA, 

7. RATS, ARX PHAR (Gro G.E AB 
FMR, RE A ОРЕ (О, ,0„), ЕХ] 1= 1,2， 
n AO сб. 
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$4 连通 空间 


(connected space) 


PHAN, T) 是 连通 空间 (connected spaced, MAK 
34 XA 3 MRI. XI TY RH, ENH 
хен. diem y 是 连通 空间 , 等 价 的 ，Y 是 连通 
的 ， 当 且 仅 当 Y 不 是 二 非 空 分 离 集 的 并 ， 

拓扑 空间 X 上 的 函数 了 ， 若 对 于 天 的 任意 点 zx， 有 < 的 邻 
TRU. RIEU LARA FU RHR, WA] 为 局 部 常 
MER ocal constant function}. 

定理 1 关于 拓扑 空间 邓 ， 下 列 诸 条 忻 等 价 ， 

a, XMIPRAB, Азеф, Bs, X = АЦВ, АПВ=ф; 

b, XARRAB, ШАЗф,В2ф,Х = AUB, АПВ= фз 

c, XT RA, AX X PRET LAR 

а. X ЕРИ, AX LF BURG 

e 、X 不 是 连通 空间 。 

证 明 WA-@B, В - ФА, MA BRN DARA, 8 同时 
为 闭 集 是 等 价 的 .这 时 4,B 都 是 既 开 且 闭 的 集 , 故 ab,c 是 等 价 的 . 

acd 对 于 xEA4A, 令 fx)= 0 对 于 xC B,#J(x)=1,W f 
是 局 部 常 值 函 数 ， 但 ЕХ ЕЛАК К. 

doa ДЈ тах РАКИ, WA а, DEX, {Е Ка) + 
HD), 4 A= {а foo = Ка)), Bs xt GO HG A ER 
HBR, HA, BRASH, HAUB- X, AnB= 8. 

ace RABASF, HOUR AUB-X, АПВ=ф, 8 
AD B= ф, АПВ = 6 KA ВЯ, 而 X 不 是 连通 空间 ， 

eb 若 X 不 是 连通 空间 ， 册 有 非 空 分 离 集 4,B， 使 AUB 
=X, АПВ=АПЛВ=ф, HAGA E BIER BAA SAN 
EH. RA BRAM, 


. H3 


显然 ， 由 一 点 组 成 的 空间 、 密 集 拓扑 空间 都 是 连通 空间 ， 
而 二 点 以 上 的 离散 拓扑 空间 不 是 迷 通 空间 。 

定理 2 ”对 于 折 扑 空间 的 子 集 4， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

a. ADEX KEHE 

b. XAFRG:, GANGE, AIG SO, ANGIN 
G= $, АСС. U Gz; 

e. XHAR FoPo EACF X09, ANF Ads AD Fi 
F;-6.ACF,UFSR 

d. AS ECTEB , АЙНАЛ ЖНА ИЖ, 

十 明 与 定理 1 ЖЫ, BHA. 

定理 3 REXY HERR, ANXMEBTR, Д 
天 A) 是 Y 的 连通 子 集 、 

ШЕН # KA) 不 是 了 的 连通 子 集 ， 则 由 定理 2，Y 有 开 
СС, HAAG FO, MAING HO, КАПЕ ПС: = 
$ КАСС б» Ф Гб) Ao ГСО) A. El J ЖӨЕ 
Hj. ЖА» Ay XM FR: HAL APANA +o, ALU AD 
A, АГА: ПА, =ф. НЕЯ 2, ATEREAK, FH. 

推论 ipud REMO. WHSAXSY BUE, XE 
通 的 ， 贴 了 也 是 连通 的 . 

定理 4 ”实数 空间 是 连通 空间 ,一般 地 ,任意 开 区 间 ta,b》 
是 连通 的 。 

EA HR- UGN =p ДС. GO ER ER. 
A&a€G;, 

B= (x€ Ках) COS), C= (XE Ri(x,a1C G.I, 
因 a 是 G: 的 肉 点 ， 故 B,C 都 是 非 空 集 。 令 

b-supB, c=infC. 
В = Га, ССС = (Co) CG (H Hb = +ce,e= ~- oo FRA), 

а. b= +eo,e= - oof, G: = R/ T EG; - b,3 ЖЕ. 

b. Mp +оо}, [a,b) CGi, MEG, MECC. ЖУ 

tt 


CANET b ACHKATA. 

c, 2402 -ooftf, (a]l G Wie Gi. SR c€ G, Mb 
FH, WFR. 

ЭЖ К ЖЮ ШЕН. WEE EG, YRBABM, Me, 
5) 也 是 连通 的 . 

推论 ”任意 实数 区 间 都 是 连通 的 。 

定理 5 АЛКЕЙ ХИ E BR. HBR ACB 
cA, MWB E x ШИ. 

WA WU. ШЕ ЯЖ2, XITEGGG IE GIO BHO, 
GiNBFe BIG N G= BCG UG, МЕПСО, +p ХС 
BNG ВСА, lk xEANG. WGH x ДИЙ, H x EA 
HEBA, KANG A6. FIR, ANG Ad, ANGIN бас 
ЕПС.ЙС:= Ф, АСВСС, 06,61. ШАТЕН. 

定理 6 CHEE Ву ЕХ LMR 
BRM, XUETe be x, ENKOLI), WEE 

Ке) <<) 
HEERE с, DAEX, BEf(x)= c, 

证 明 3Fcgj(Xy, WA G,=(-co,c), G,= (e, + oo) 
RAUF, mf ЖӘЕП, RC A= ENG), А ССО 
XB dE. aC AobE As Ail Au ф, Х= А, АЗ, REX 
的 连通 性 矛盾 。 

定理 7 GA, AA: 为 扼守 空间 (多, TORERE, A, Ae 
$ АЙА = А, U Az 也 是 连通 集 。 

证 阴 WA=G, UGG, G; = ф› GG» 为 4 中 开 集 。 取 
x€ A. Ç Ay BEG, 

А, = (AN GOU CAS TIG А, ПО RA Go ЖА 
НЕ, НОА ГС ПСА 62) = ф, ША ЖОШ, 23 
A G6, А Пб, = As. 

ARANG = Аз, А-АА САГ GUANG 
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= (А: ЈА ПС ANG: =G. G, 6. I АЖ ШШ. 
推论 1 {ALED 是 连通 集 族 ， 而 二 任意 两 个 都 相 
Ж, WA= JA Баня. 


#22 HAS AC DSM Гул, +o RI Ја, 
[TT И 

Fie 3 bx HPS, MRE ӨРЕ 
通 集 的 并 集 仍 是 连通 集 ， 

HUSH XPS х 的 所 有 连通 集 的 并 集 С. 是 含 x 的 极 大 
EAR. ЖС. XPD x 的 连通 分 支 (component)。 一般 地 ， 
拓扑 空间 的 极 大 连通 子 集 称 为 连通 分 支 或 简称 为 分 支 。 

出 定义 直接 推 得 ， 设 为 拓扑 空 间 X 的 连通 集 ，xEE， 
C .为 含 x 的 连通 分 支 ， 则 ECC:. 

例 第 三 新 § 10020,3270, 70, GG Fa) TERRI 
JEDE X, TEX OSIXB Aa ibh 

定理 8 设 x，,y 为 拓扑 空间 (X,2 ) 的 二 点 ， 若 >E Ca 
WC,-C.. 

证 明 AYCC., Ж Co y 的 连通 集 , 由 分 支 的 定义 
C.CCy, MxCC,. FHBOXCITHERC,CC.. ЖС. = Ci。 

定理 HHSAXARETRERAN ERR {Ch 

a. X= UC.i 

b, C, Co =, Co s 

5 。 车 有 为 XX 的 连通 子 集 ， 则 有 C。， HACC. 

了 。C。 都 是 X 的 极 大 过 通 集 。 即 C, 不 为 任何 连通 集 的 真 
T. 
证 明 由 定理 8 及 定理 ?7 的 推论 直接 证 得 
推论 PRA XTRA ERA. 

3) 6 Ho i] X RSE ER, RARER 
连通 空间 {totally disconnected space), 
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离散 空间 是 完全 不 连通 空间 ， 但 完全 不 连通 空间 未 必 是 离 
REH. 

实数 空间 的 有 再 数 子 空间 是 完全 不 连通 空间 。 

有 限 Ti 空间 也 是 完全 不 连 适 空间 。 


(3 9 1 


I。 连 通 拓扑 空间 的 连续 实 值 函数 的 象 集 必 是 区 间 。 

2。 实 数 空间 是 连通 空间 ， 当 且 仅 当 Dedekind 公理 成 
X. 

3， 多 于 一 点 的 连通 7 空间 必 是 无 限 集 。 

4. BHA. ne N} 为 拓扑 空间 XX 的 一 列 连通 子 集 ,车 A N 


Anto, nci, 2,55, ИЈАН, 


5。 拓 扑 空间 XX 的 连通 分 支 必 为 闭 集 。 

6。 连 通 空 间 的 任 一 真子 集 EE 的 边界 9E 必 不 是 空 集 。 

7, Y 是 拓扑 空间 XX 的 非 连 通 子 集 ， 当 且 仅 当 Y 是 的 分 
离 集 的 并 集 。 

8。 设 了 是 拓扑 空间 XX 的 连 道 子 集 ，A 是 X 的 既 开 且 闲 的 
Ж, ШАПУ=ф, 或 ZANY=$。 

9。 车 拓扑 空间 XX 的 任意 二 点 x，y， 都 有 连通 集 E, (8 
x€ E, y€ E, WX EZ ZEHN]. 

10, & j:X 一 了 为 连续 映射 HX) 是 连通 集 时 ，X 未 必 是 
连通 空间 。 试 举例 说 明 。 

11。 设 E 为 拓扑 空间 XX 的 连通 子 集 ， 对 于 及 的 子 集 4， 若 
ЕПА+ф,ЕПФА т ф, ЩЕПдА #0. 

12. 车 空间 X 的 连通 分 支 C 含 有 x ， 则 含 x 的 任 一 开 且 河 
的 集 必 会 C 。 

13。 车 拓扑 空间 X 的 任意 二 点 a,b, 必 有 开 且 闭 集 E ,使 aE 


td 


E, bš E, MXASS PES. 

14. 车 Y,Z 是 拓扑 空间 入 的 子 集 ， 并 且 二 者 都 是 闭 的 或 都 
是 开 的 ， 则 YN\Z 和 ZNAY 是 分 离 集 。 

15. WA BER EBIX MER, Xe Y JZ YNZ. AVR 
ВНЕ, MI 

ASTORA ПУ? СССАП2) nz. 

16, SSH RE, Wea (UAE 
FHESRALBA . 

17, RX AMIS, Y ХКТ, H X~Y=A 
UB, SPAM BEA И, WA UY 是 连通 集 。 

18, FRE rp RAD. 

а. МНХ REX PRE, 
9。 拓扑 空间 X 的 任意 两 个 开 集 必 相 交 ;， 
с, 拓扑 空 间 必 的 任意 开 集 是 连 透 集 ， 

39. OG, (X. T VEREA, Bs US 
连通 集 也 是 3 连通 集 . 

20, RA, BHI LX S RE AS, A ПВАф, WA 
UB 是 连通 集 。 

21. BA BAX ЗЕТ, А,В RAK, AUB, A 
ПВ RERE, AR BE, ИНН ARD JÉ 
RRMA. 

22。 设 和 是 至 少 含 2 Ита, M 

4& ， 设 4 为 和 的 连通 子 集 ， 了 为 多 A 的 子 集 ,日 关于 多 
ABFHAN, MAU BERK, 

b. ЖАЗ Х ЖШ Ж, BAPANEBSR, Wg 
в 是 连通 集 ; 

5 。 指 出 关中 存在 二 非 空 连通 子 信 4,B, 使 AUB=X， 
АЛВ= 6, 
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$5 MREZE, APERM 


(arcwise connected space, local connected space) 


闭 单位 区 间 I= [4,11 到 拓扑 空间 (X, 7) RI ERE RE У: 1 
IHRE, JO = A 2) X HAY Care) BIO) =a, (=b. 
Ж А ЖЭПЕ a GAM DIR. Fa 4 定理 3 jk ys 
E. 

HSH GT) POS MRE Carewise connected 
space), Ч Ң{ЖЭ КЕН ХАНЕ So DRM ABATE. 

定理 1 弧 状 连通 拓 扣 空间 天 是 连通 空间 。 

WAR 设 a 为 XX 的 一 点 ， 对 于 天 的 任 一 点 x ，。 以 a 为 娟 点 
以 x 为 终点 的 弧 设 为 r,， 因 了 为 连通 集 , 由 $4 定理 3 知 +, 为 
连通 集 . AC ra, Hi 4 定理? 推论 3 知 ， 


хер 


HEAR. 
和 连通 拓扑 空间 未 必 是 孤 状 连通 的 。 
Al 设 平面 上 图 形 
Az 10у: у = sini ,dx 


В={(Ф,у}:УЄ 1,17. 

МАРВА =AUB, H3 4 2883 HAHEI, ЕЁ 4 
ХУМА ЛЕШЕ, НАЛОК. ЖЕ, AMI 
任 一 点 与 召 的 任 一 点 不 能 用 弧 联 结 。 

定理 2 弧 状 连通 空间 的 连续 象 是 狐 状 连通 的 。 

证 明 ух ҮА ФУН x BPS = CX) IR 
ERO p ao Y {ЕЛЕС PR. Rabe X. IEP G) = a, P (4) 
b. EE a, P ИЗА, в: 1— AS EM АТПАЙ, Tog 
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:了 一 化 4) 定 义 了 以 了 ,9 为 端点 的 弧 , 而 六 A) 为 以 p 为 始点 以 q 
为 终点 的 弧 。 
推论 弧 状 连通 性 是 拓扑 性 质 。 
拓扑 空间 在 x 点 为 局 部 连通 (local connected) 的 ， 当 且 
仅 当 在 x 点 具有 由 连通 邻 域 组 成 的 基本 邻 域 系 。 拓 扑 空间 X 称 
为 局 部 连通 空间 (local connected space), 4 H DUX fE X f (E 
一 点 x 均 为 局 部 连通 的 ， 
例 2 第 三 章 # 1 例 2 的 (X, 2 )) 是 连通 空间 ,而 且 是 局 
部 连通 空间 ，(X,.F4) 不 是 连通 空间 ， 但 是 局 部 连通 空间 。 
平面 上 两 条 平行 直线 是 局 部 连通 的 ， 但 不 是 连通 的 。 
例 3 平面 上 图 形 
Bi= ((x,y):x€ RyA T REO, 
E= (0,y):y€ R). 
则 E, 的 分 支 为 
A={(x,b):xE В}, 
而 BE, 的 各 点 都 不 具有 连通 邻 域 ， 故 E, 既 非 连 通 的 ， 亦 非 局 部 连 
通 的 。 
EUERE: 是 弧 状 连通 的 ， 从 而 是 连通 的 。 但 不 是 局 部 连通 
Й. 
定理 3 ”局 部 连通 空间 X 的 连通 分 支 C 是 X 的 开 且 泌 集 。 
证 明 车 x EC， 由 定义 有 x 的 连通 令 域 ,VCC, KC 
BAR, H Š OH uw C 是 X 的 连通 分 支 的 并 集 , 帮 为 开 
集 而 CARR, 
定理 4 拓扑 空间 X 是 局 部 连通 的 ， 当 和 且 仅 当 对 于 X 的 任 
意 开 子 集 G,G 的 分 支 都 是 开 集 。 
Шр 设 G 为 X 的 开 子 集 ，4 为 @G 的 一 个 分 支 , 若 xE A, 
则 x 为 G 的 内 点 。 由 天 的 局 部 连通 性 ， 有 x HERS 
GG 中 。 由 分 支 的 性 质 ， 有 xEUCA， 于 是 x 是 和 的 内 点 ， 故 A 
ARR. 
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RL, 设 口 为 X 的 点 x 的 开 邻 域 ，V 为 在 U 中 含 * 的 分 
X, WD xEVCU， 由 条 件 V 为 连通 开 集 。 ХАНЕ ЗЕ Z 
їй]. 

ЖАКЕ ја X HEA FB ЯА E dS [8] (local arcwise conne- 
cted space) ， 当 上 且 仅 当 X 的 任意 点 x 具有 弧 状 连通 的 基本 邻 域 
系 。 

定理 5 设 G 为 局 部 缴 状 连通 空 间 的 开 集 , 则 G 为 连通 集 ， 
当 且 仅 当 G 为 弧 状 连通 集 。 

证 明 设 a 为 G 的 一 点 ，E 为 G 内 和 a 用 弧 联 结 的 G 的 点 
Ва, HTK, Фра, My EG WEISE Mac E. 
著 xE E， 由 局 部 纹 状 连通 的 定义 ，x 有 和 邻 域 V, УСС, H 
УЕА УХ AV РИШКЕН. El CR а TAG AND 
Re, By Me AGAR, TRAV CE, 而 E 是 G 的 
FTR. 

ЖК, Rx GF ERRA, dus X, xA REGE ФО 
V, EVCGEV KIER У EG AAs TAMRE Е, 
Ax Йй, VO ESO. RYCVNE, WYA a EGAT 
ЖАК, Fx fa EG НИКЕ, Hxc E, 而 EE 是 GG 
WATE, 

TE E 323538 ERI G АЕ БЕ AR, tee S ЧАТА Б 
=G。 即 G 是 弧 状 连通 的 。 

充分 性 是 定理 1 的 直接 结果 。 

RR" 的 连通 开 集 称 为 区 域 (domain)。 

推论 R 的 开 集 G 是 区 域 ， 当 且 仅 当 台 是 弧 状 连通 的 。 

设 多 为 集合 X 的 子 集 族 , 多 的 有 限 子 族 多 ,= {Di:i= 1， 
2 ，…，n} 称 为 链 (chain)， 当 上 且 仅 当 对 i= 1, 2,…,n-1, 有 
D, DD; # $. 29 Н (simple chain), ERAR j=it1 
Рр. Пр; = 6. ХТО В DEM (chained by 2), 
4 HAMNER A: А, CO FEED. CD, EBA; Пр, +4, 
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A Пр, +ф, OZ REE (simply chained by 22), Ч 
BASIXHERA A CO, FERRED, CD, EAA N D A, 
A, Пр, #4, 
定理 6 EXXXYEOEHIREEL С.) ЕХЕ, M 
IG} BUG. EB. 
证 明 车 {G,} 不 能 被 IG. ER, WD GGG c (Gu, Ж 
HEREZ. EG ID. +6, GID + e. 
M= (G:GC GL GAG RG. EEG, 
BRCM GEM, Л, = (GL PPS ДЯ, Ap, Med. tt 
v= |), v= U c. 
БЯ ota, 
WUNV=6, Usd, V46, UUV=X, PX REE, 
ЖЖ. 
定理 7 设 XX 是 拓扑 空间 、 则 XX 是 连通 空间 ， 当 和 且 仪 当 X 
Re XI FE FR bED. UX ИЕ АИИ SME 
的 有 限 个 开 集 联结 。 
证 明 RX MEME, (C. EX MM EMC X, 
ФС, ={у:х,у С.Н). ЫхЄС,, С, +0. 
CAFR LEE EC C,, 则 存在 单 链 多 ,= (Gti 1, 
2, “5 nb, fix€ Gy €G.. 对 任意 rEG，， 因 多 ,是 联结 
Ыг ШЖ, KEC, GCC C.N SR, 
CERK., ZREL, УС, ЮЖН, MA а шус. А 
С. 1С, #6. BIEG, ЛС; XU 
B= {Gi= 1,2, n) 
是 由 x 到 * RE, ВИК GNG +o 的 最 小 下 标 。 因 
G.nG. +, BH k BRE, AK 
Drs = [G = 1,20" kay 
Æx By MAME, Bey CC., KC EAR, 
XSI, RX- C. BYERS, 
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反之 ， 设 及 不 是 连通 空间 、 则 存在 A,B 使 
X-AUB, А=ф, В=ф, А[В=ф, 

HAMBRE. aCA, b€ B, M| {А,В} 是 的 一 个 开讲 
盖 ， 但 没有 由 {4,B) 中 的 集合 构成 的 由 a B| Б. ЭИ. 
故 式 必 是 连通 空间 。 充 分 性 成 立 。 

关于 连通 性 有 关上 问题 ， 在 50 年 代 和 60 年 代 初期 Kuratows- 
ki, Whyburn, Knaster, Lelek, Mycielski,Duda 等 获得 了 许多 有 
趣 的 结果 。 


(3 41 


I. ЮЕШ ЕЛЕШЕ MIT PRE., EE 分别 是 ， 
E= 400,3):0<у%1), 


E= 4x, 00x UL ooo, 


WE ОЕ, Ж, (BARRI Ж. 

2， 设 G 为 R" 的 区 域 ，f 为 G 上 实 信和 连续 函数 ,a.bE G， 
对 于 Ka) СЕЈ) К, ССО, 使 f(c) к. 

3。 拓 扑 空间 是 局 部 连通 的 ， 当 且 仅 当 对 每 点 x 和 x 的 
ФО, UHE x ДЕ Я, 

4。 局 部 连通 空间 的 任 一 开 子 集 也 是 局 部 连通 和 的、 而 任 一 
于 集 未 必 是 局 部 连通 的 。 

5. 设 j 是 X 到 Y 上 的 闭 连 续 映 射 ，X 是 局 部 连通 空间 ， 
则 了 也 是 局 部 连通 空间 。 

8， 设 是 连通 的 局 部 连通 空间 。 若 C 是 真 开 子 集 ACK 
的 分 支 ， 则 C 的 边界 <G4。 

7， 设 和 是 连通 的 局 部 连通 空间 ，M 和 和 是 和 中 的 不 相交 
EZAR, ДИГ СМ J N) 的 分 支 C， СПМ#ф, HON N 
аф, 
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8。 设 X 是 连通 的 局 部 连通 空间 ，8 是 X 的 真 闭 子 集 ，C 
Ж В ЖЖ, ИСП B+, 
з. 3E BITE OL IR XE ИЖЕ ННН Н, 
10. ЖЭР ШЕР, E 
E= {(х,у)Ң x HARM, УЄ[-1,0)4х WK 
Ж, УЄГ0,11}. 
a, REFRESH, HIRES, 
b 。 设 ! 一 (KbDy;a(D) 是 [0:1- 到 EE 的 连 绕 映 射 ， 指 出 
1 ®® е. 
1. 著 X 为 连通 空间 ， 
Zi-iD;h-12..8 
是 自 闭 集 D; 构 成 的 X 的 有 限 履 盖 ， 则 多 被 多 链 锁 。 
12， 局 部 连通 空 说 的 连续 象 末 必 是 局 部 连通 的 。 
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(convergence and compact? 


Tere k CE ЕА Ва, TURER НЬ 
ж, WOES Fa. ATH, m 
SE SERPUR A MRL IE ARPA EIS, DEAH 
特点 。 波 子 往往 容易 掌握 ， 而 且 能 和 覆盖 概念 联系 起 来 。 企 网 
EX. 


$18 + 


(filter) 


为 了 罚 极 限 的 语言 刻画 拓扑 ，H ,Cartan 在 1937 年 定义 了 
滤 子 .在 Bourbaki 的 书 中 详细 地 讨论 了 滤 子 的 概念 ， 并 用 它 讨 
ETRE. DE J.Schmidt,G.Bruno,G. Grimerser 等 在 50 年 
代 和 60 年 代 韦 期 又 对 滤 子 进行 了 深入 的 研究 。 

SS XFS AG A M A% tE linite intersection 
property), Ч E 2349 HERAT К. S EARE 
法 的 (finite multiplicative), у B 4 CP 和 的 任意 有 有限 个 元 
X, MASHT. 

集 含 X 的 子 象 非 空 族 $ 称 为 集合 X 上 的 渡 子 (fitter)， 当 上 且 
DE 

Fa, BMCX,ANCIRMON, MIME Sy 

F, 过 是 有 限 乘法 的 

F.. $ és. 
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例 1 ”拓扑 空间 和 的 点 x 的 邻 域 系 Bl (x) 是 和 上 的 洋子 ， 
称 为 x 的 邻 域 滤 子 (neighborhood filter), 

集合 和 的 子 集 非 空 族 б 称 为 集合 X 上 的 滤 子 子 基 (fitter 
subbase) , 当 且 仅 当 G 具 有 有 限 交 性 质 ， 

XE! 设 G 为 集合 X 上 的 子 集 族 ， 刁 上 含 6 HBT S 存 
在 ， 当 且 仅 当 G 是 滤 子 子 基 。 

证 明 HF, F, m 和 具有 有 限 交 性 质 ， 故 6 具有 有 限 交 
性 质 ， 即 G 是 法 子 子 基 。 

反之 ， 设 


B={ECX: 有 Mi;EG, 使 E=(\Mi}, 


S-(HCX: RECB MECH}, 
Wo S ASH X ЕМ. 
上 述 定理 中 提 到 的 Ш 子平 称 为 由 滤 子 子 基 台 生成 的 
(generated) BF, MORATHBT THe, 

BEX GEST $E dus KD ARE X LOT M (fitter 
base), 4 AR YORAM IK. 

定理 1 的 证 明 中 出 现 的 % 是 由 滤 子 子 基 S HUW BT, 
而 S$ 是 由 滤 子 基 % 生 成 的 滤 子 。% 亦 称 为 9 的 滤 子 基 。、 

当 X 上 的 两 个 滤 子 基 ( 滤 子 子 基 ) ERA PRET, X 
两 个 小 子 基 GTT 称 为 等 价 的 。 

Bl BXAWPSM, x CX, Sx) x MPRA, B 
是 x 的 基本 邻 域 系 ， 当 且 仅 当 册 是 x 的 邻 域 滤 子 基 , - ERER 
ФТ. . 

dm. m WKAX E BBS E, BACH Rar, Wr 

HATS, ЖЭТ, KATH, RNAF. 

BAS ta CDI 是 X 上 的 滤 子 族 ， 按 上 述 规定 的 洪 子 BJ 
的 强 弱 关系 ， 确 定 序 关 系 为 了 >> 导 8 € 9.29,. 

定理 2 设 %:,%; 为 生成 滤 子 Sb SET ELS. ШЗ, 
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当 且 仅 当 对 任意 BEB, A EC %, BCB, 

证 明 ЗЕЕ В.С CS T$, 5; - (EC X MES, 
МСЕ), ЖИН BEB, dj BE 82, В.В, 

充分 性 。 EMES, 则 有 В.Є, BOM, H£ ЖҖ 
BEG. (BCR, Ж BCM. TAM ЄЗ, HANC. Bus 
Hs Ж, 

由 洪 子 的 强 轮 关系 ， 显 热 非 空 集 叉 上 的 滤 子 全 体 的 集合 是 
有 序 集 ， 而 且 有 下 列 定理 ， 

定理 3 ” 非 空 集 合 和 上 的 滤 子 全 体 的 集合 ， 关 于 强 弱 关系 
构成 归纳 的 有 序 集 〈 即 任 一 全 序 子 集 都 有 上 界 ) 。 

证 明 设 {9,,aED} 是 XX 上 的 滤 子 的 全 序 族 , 令 
$= US. EIRAN, E 性 为 满足 NCMCX IW fE, 则 有 
4 ED 使 NES。,。 由 F. 知 MES。CSF。 故 3 满足 F.。 

HA EA M;ESQ-I2, + IDE XE GED, 使 
MES... FRUETSL unns Fe HSE ГЕШ. 
WOW P € (a, a. ÈS, CS G= 1,2, 1). AMES, 


ADM ESES, FEIRA. 


Ao €S.Ca € D), кф CS, WP, ERY. 

由 作法 确定 $ 是 19,: a C D) M ERR. AX EBIIET- RU 
全 体 的 集合 是 归纳 的 . 

RAK Lu udo) XL MBF (ultrafilter) RRA 
ЭЁ (maximal filter), 23 B [CH SBT SP 1, Vlog =u. 

定理 4 OXDPEXOBBSIERUETS, Ale S RMX EBINCK 
ЕТИ, 

证 明 由 定理 3 ， 应 用 Zom} BUTS BUNT, 

推论 сЕ ЖХ ИШТЕ, ДНО 
+, 

定理 5 UUWEXENRAT, Mi-1,2, m HX 
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的 有 限 个 子 集 。 gu eu mi Mi, Mays M， 中 必 有 一 个 属 
Tu. 

证 明 xPPOG-DOPDLÉEESAx. SUM eu, 
而 MM, M. Mo dep, 由 归纳 法 假设 ， 必 有 L= 
Um: en. EX EWRRT 

S-IMcX:LUMCHI. 
SSUEASLAUNBT, MCF. AM. Eu, 5i X SE 
FAIS. HOMLM;, e, MPRA TUS, 

推论 BUX ELMRART, UPXISIEXTAA, D 
HACUSV AC. 

定理 5 设 儿 为 集合 X 上 的 滤 子 ， 若 对 于 三 的 任意 子 集 
A, BHACORPACS, WO JD X EAP KS. 

TA Het, HX E J R K Tu, Huo, W 
MEU, EMED, ПЖ ikwM co. HOCK, KEM Cu. 
ИФМ ПМ = $ RETTER. IM C 9, TO «d. 

B: 设 X 是 非 空 集 ，a E X, Mi 

й={МсХ:аЄмМ} 
是 入 上 的 滤 子 ， 由 定理 6 EX х, 

RBVRAXUHRTE, 为 集合 XX 到 集合 Y 的 映射 ， 则 
JiAIGD-(GUDCY:BCSHÉY БТЖ. 

тет WRHKAX LAMAMT 4 的 基 ，f 为 集合 XX 
到 集合 Y 的 映射 ， 则 并 %) 是 YY 上 的 极 大 滤 子 基 ， 

证 明 设 M 是 Y 的 任 一 子 集 ,由 定理 5 的 推论 知 f"! OM) cu 
ROT OD cu. WEU IEM) = XN GM) 
= Ф.Г (М) = Inn ТРА OD eus (eM) cu, 
BOR BESET (M) I BC F EM), El ECM 或 
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fB)CVMIR. неу) ЖҮ LMRABT. 

设 XX 为 拓扑 空间 ，x EX, IHX F BJ Т, FR 
(convergence) F x , 当 且 仅 当 守 比 x 的 邻 域 滤 子 强 ,这 时 ， 称 
x WT SHRM limit), Bees x, 

Wa 设 

S={MCRIADER, 使 Fb, + oC M), 

则 $ 是 R 上 的 油 子 . 设 65 是 比 S 强 的 滤 子 ， 则 G~ +оо, 

B5 设 N 为 自然 数 集 ， 

S= (MCN :有 自然 数 n, fiin, m1, 93 C MI, UI 

SAN EBR T. WAN LH Fréchet WF. H, 年 强 的 N 上 的 
BFS, HHO, 

设 久 为 拓扑 空间 X 的 滤 子 基 ，X 的 点 x 是 名 的 接触 点 
(cluster point)， 当 且 仅 当 x © i B. S 的 全 部 接触 点 的 集合 
称 为 的 能 集合 (adherence se), BE Due aa Tak. 

由 定义 直接 推 得 下 述 定理 。 

THES 。 设 % 为 拓扑 空间 瑟 土 的 沥 于 基 ，x EX, UGH 
x 的 邻 域 系 .x BOATS, 4 HEEB EB, VEU), 
则 BUVE$。 

推论 x 是 滤 子 9 的 接触 点 , 当 且 仅 当 车 AES,V Cd), 
ШАПУ+ d, 

定理 9 设 $ 为 拓扑 空间 尺 上 的 滤 子 ，x EX。* 是 村 的 
接触 点 ， 当 且 仅 当 X LABS, EICC. 

证 明 由 定理 8 知 SUG/O) 是 滤 子 子 基 ， 设 SUQ) 
Жат, WSDFHCS x, 

KZ, BO x, RW@®CO.RAICE, MSU GO 
CO, HUE 8 知 x 是 $ 的 接触 点 。 

定理 10 ИХ EBR AWTU 收敛 于 X 的 点 x ， 当 
HAUS x 是 4 的 接触 点 。 

此 定理 由 定理 9 可 直接 推 得 。 
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设 3983 X LMT. YAM 的 A fiX- 
ҮЗЕН. Nino yw, Жу ЭЕ) RAB TT Е 
(бт „р lim f = y, limf( = у, im 了 = y. #9 
36,4 X HPS, 有 为 点 MMR PS, 写作 limf (x) = y. 

由 定义 直接 推 得 下 列 定理 ， 

定理 11 RIARSX LNB, » 为 拓扑 空间 Y 的 点 ， 
F: X — Y ЖЮ, Hüm.fo»s5HOCSXHER V CL OD, 
AMES, Blanc. 

定理 12 ХЭНК, VATA, HXYXA 
BH, a € X, y € Y Ay = limi) , 则 y =f), 

ШВ Жуз у (0), Ш> av, (MEV. dux 
mi, жай ио, OCV, MI@EV, 矛盾。 

定理 13 设 X，Y 为 拓扑 空间 ,j; 及 一 了 为 映射 ,a € X, 
J EK а ELR limi (x) = 0а), 

Ha SR EN RELI ЕЕН, 

定理 14 UX, YRS, fX— Yu a C X, 
Ж] Ж аж Ж, ПУТИ ah X БЕШТУ, A 
f) 6300), 

RZ, 对 于 上 收敛 于 0 的 所 有 级 大 潞 子 и, # fQD 一 
ION EE E 

p TERV EUO A а КИП HE шс 
Y, BABES, Er (ac V, HEMI 3095) 700). 

Be, Жр адн, WAW EGO (Bf (М) 
€ (a). Ш 13270) J Ue PW) WE ECF) НЕЙ 
X LARS ИР 4 Ads RA A TU. eo) CU, 
dn a. AQ ia) MEW Є Ф/ GGO AU Є @ Ка), {Н 
ус, BUCI OD, Fr eu, B v1 00, 
РОР) Cue CU, 这 是 矛盾 。 

” 设 ，Y 了 为 拓 盾 空间 ， 丰 为 KX 的 子 集 ，f:4 一 了 为 映射 。 
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Ya Can, XT a (а), (а) A A ОГА: 
UE Lo)} 是 A4 上 的 滤 子 。 当 了 的 点 > 对 于 QB (ау П 4 是 了 的 
极限 时 ， 写 作 

у= gm 0х), _ 
称 为 关于 子 空间 44, fe c DB. XE y CFA). 
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І. ТОЛКА, мач FT 的 每 个 成 分 相交 的 集 
AU f AES, 
2. RSEX EET, DEX, 3-р, MJ PJ SJ 
接触 点 。 ` 

3, VERR, HURAR RTS he TUE 点 ， 则 
ves, 

4. ХДЕ ТАЙЖ, МНР S, ESO x 
RANGO ES, 

5. WO. kak x NTN, NC SSE o.) 
Ж х ФИТ. 

6, HI- x Но, Ді x, 

7， 设 于 为 拓扑 空间 ， 了 为 Ti 空间 , a C X, a EX MAM 
A. EX Re, N Lim оу Е, 当 且 仅 当 fo) = 


lim f(x), 


§2 网 和 定向 集 


(net and directed set) 


在 第 一 章 $ 4 PAHIET RR Ири к Pk k SR, 
ТЕТКЕ B ЖН ИЛ ВА, BERRAR 
到 第 一 可 数 空 间 的 拓扑 可 用 序列 的 极限 确定 ， 对 一 般 拓 扑 空间 
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来 说 这 是 做 不 到 的 。Moore 一 Smith 为 了 将 这 种 方法 应 用 于 一 
般 情形 ，1922 年 建立 了 网 和 定向 集 上 的 收 俩 理论 ， 1937 年 
G Birkhoff ii FHMoore—-Smith ce XRF — RAD. 

ЖЖЖ (О, <) 称 为 定向 集 (directed se), 4 BRAT 
任意 a, 8 CD,AYED, tha<y,8<y. 

Т FROD, ORENK. 

实际 上 ， 对 于 任意 a, 8 € Da B3 8 < e Re 8 F 
的 大 者 为 了 Y 即 可 ， 

例 2 dO Od dA. 

Fe, BED, Ry -aUB,WErasv, Bv. 

йз 自然 数 集 是 定向 集 。 

实际 上 ， 自 然 数 集 按 通常 的 大 小 关系 是 全 序 集 。 

例 4 集合 X LET S, NGEA«B«— BCA, W 
QB mR, 

#15 FSSA XW Ax, Wx) 为 其 邻 域 系 ， 按 上 述 
规定 的 关系 ，“<&”， 则 (人 2 (x) SO 是 定向 集 。 

这 是 例 4 的 邻 域 滤 子 的 特殊 情形 . 

做 为 定向 集 的 子 集 ， 下 列 二 类 是 重要 的 . 

ERRI, «ЭТ А ЕВ (сопа), УВ) 
FERC € D, # a € Aa Sm, 

BHRD, «УЙ HE A BH (eventially) , 24 HUS 
对 于 某 个 weE D, Ha Pao, Ke CA, 

对 于 coE D,4 

D(a) = {0:0 € D, a Part, 
BR, D(a) 是 了 的 等 终 集 合 。 

例 6 拓扑 空间 和 的 一 点 x 的 邻 威 系 Bitx) 看 作 定 疝 集 时 ， 
49d (x) Ё ЖОГО (x) ЕЖЕ, 4 ERAU (x) х EAB 
WH. 

йт ARRRANAIERARTRE BEN А ЖЕТ 
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集 ， 反 之 ，N 的 共 尾 子 集 必 为 无 限 集 。 
ms É 
D={Q,m) :n,m 为 自然 数 }， 
在 DD 中 规定 (1, m) (m, m) n7 m,m» m, BD EI 
Ж. 4 
Di=(@,D:n B ЖЖ}, 
р речт, BA DM kS T Ж. 
由 定义 有 下 列 事实 成 立 。 
定理 1 ”定向 集 的 等 终 子 集 是 共 尾 子 集 ， 
证 明 ЖА р ОО, ONSRTR, MEE OCD, 
уо 2008, Ha A, 于 是 对 任意 CD, WA aC A, 使 
m2oHaco, КАЯЖЕТЖ. 
E22 CARDWHRTRA, KAD T ib БЕ 
ZAR. 
ER 对 于 oloE ACD, Di б Ж, WEBBED, 
d a<8,a Ü< В. МАЖ Ж 0, SET BR C DH r € A, 使 
B<v, We Y ,cz 和 Y。 即 4 为 定向 集 。 
定理 3 ” 设 定向 集 D = 4: U 4:。 若 4: 不 是 等 终 的 ， 则 4: 是 
共 尾 的 。 若 A 不 是 共 尾 的 ， 则 4: 是 等 终 的 ， 特 别 地 ，A1,A; 中 
最 少 有 一 个 是 共 尾 的 。 
证 明 车 入 ,不 是 等 终 的 ， 则 对 于 任意 gao€ DA aa, ft 
«€ DN\A1CA;， 即 4, 是 共 屁 的 。 
车 4! 不 是 共 尾 的 ， 则 有 aoE р. Marah, WA a EAL, 
Вр (ао) DNAIC An, MALE A. 
后 一 结论 是 显然 的 。 
HYARA, (D,<) 为 定向 集 以 a & 卫 为 于 标的 工 的 
BS ARE 
(S.;a € D) 
称 为 ( 立 的 ) 定 向 点 集 (directed point set) 或 网 (net), Wirt 
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{S.,@E D. «ES. 

换言之 ， 网 是 由 定向 集 (D,<) MBS: D> Y BIER UR 
定 的 定向 点 集 (D, 力 .这 里 并 不 要 求 了 是 一 一 映射 。 当 < 8 
时 ， 可 以 有 S.=S;, WHF CD, WA S,= S, Wd, 
得 到 一 个 网 , 称 之 为 常 值 网 (constant net), 

特别 地 ， 当 D-N (自然 数 集 ) 时 ， 网 就 是 通常 的 序列 。 

设 A 是 Y 的 子 集 ， 称 网 {5。, a ED, SERAH, MAR 
当 对 所 有 w ED, 有 S-E4。 

网 {5。, e € D, SHAFA, HERSH mE DG a >m, 
z € DBF, S.C A. 

BS. a ED, <) 经 党 在 4 中 ， 当 且 仅 当 对 于 了 DB 中 每 个 
а, ВСР, Ва, SCA. 

若 网 {S。, a CD, «АН, > 

Е={8:ВЄр,5.СА}, 

则 E 是 DD 的 共 屁 子 集 ,而 网 {Ss, ВСЕ, SEA p., TRA, 

网 {5。, a CD, GBREAP, HRY DARAUS TE 
映 象 于 人 中 ， 当 和 且 仅 当 网 {Ss, 8 € E, HAT A, SBR 
1S.,z € D,ERÉCTA. 

网 的 概念 是 序列 概念 的 一 般 化 ， 自 然 想到 子 序 列 的 一 般 
化 。 

BT.:BCE,«HEBIS.:a € D, HIT BI (subnet), 
当 且 仅 当 存在 wg:E 一 D, fi 

а,Т=$°р BREA B EE, Т, = Sap. 

b. XH e ED, HB € Е, ув, MWe) >a, 

BEE, AZE RRL BA, TRA RMF 
SEAR, TE e СЕ) D ANd Re KFE, BE. 

由 网 构造 子 网 常 采用 下 述 两 种 方法 。 

a. REX DIETS, FJ (S,,8 € E,«) 是 (S, 
e €D, «JT Fi. 
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ЖЕ, (ESD 为 柱 等 映射 ， 保 证 a ERDARRT 
ж, ЖЬ. 

b. Ror E — ОДД ЕВ А SED ipf M. ОШ 
e «B llle( «o(», BoOD E D PRR. MITER S, 
So。g 是 网 $ 的 子 网 。 这 个 方法 是 出 Smith AR, 

定理 4 ШАМ, PPS, a CD, < EHE 
HERS bh, SMHBAT RAMESH PR. UN 
SH—4 T MA FINA ED RS 

TR BMH SAT RAM BUR MMPs, MORE 
“с” 关系 是 定向 集 、 作 和 集 

Е= {(а,А):а Єр, ACWI,SL.C А}, 
HDX MAN, ЕХ ЫМ. 

EBL, 2000,4), (8,80 СЕ, ишш, KACE 
MA CCANB, WB. о Ср, <) ЗЕ 
H, AE КЄР, r>a, y>, SEC. Ш (r, Е В, 
By, C) 2, A), Q ,C)2(8,B). 

WFG@,A)C E,£0(e,A) - a. ElSe, e € D) BBM 
EP RSE, dko ЖЕЛЕЛЕП Н. o FARE D PIER, 于 是 Sop 
是 3 的 子 网 . 

最 后 ， 著 4AE 叉 , 则 对 性 一 coE D, Hara HSC A. Ф 

BEE, (В, B) 2 (2,A) Jl] Sep (8,5) =S, € BC A. Bj 
Sop A, 

序列 是 网 的 特 歼 情 形 ， 但 值得 注意 的 是 序列 可 以 有 子 网 不 
是 它 的 子 序列 。 

йз Е 

fS, n € с} 
为 序列 ， DA ERROR. Sp: DN 为 po =La 
MERRY) . T.-Sep( =S, HJ 

1T,,« € D, <} 
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是 定向 集 DD 上 定义 的 网 。 由 作法 可 见 (T. a € D,SOJAEUS,, 
ne N,< TW, 

实际 上 ， 对 任 一 a ED, RAT St. ANT n € N, 
# a € D. HaznBj, pla) = La]2n, 

但 T 不 是 8$ 的 子 序列 ， 因 了 的 定义 域 是 一 切 正 数 集 。 
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1. 举例 指出 定向 子 集 上 的 网 未 必 是 子 网 。 

2. 举例 指出 偏 序 集 未 必 是 定向 集 。 

3. 序列 必 是 网 ， 网 未 必 是 序列 。 子 序列 必 是 子 网 ， 子 网 
未 必 是 子 序列 。 

4, BAHANKEEH, АА АЕТ, ША, X 
ARRETE. 

5. ЖААШ СР HS, ALI Adi SEATS ДА 为 4 
的 等 终 子 集 。 
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EX TF ARPS, XAAS, CD, S) RRFX 
的 点 x。, 当 且 仅 当 对 于 x 的 任意 邻 域 UE (x0), HIE Ма, 
€ D, Ha>e,, WiS, CU, Bj 
S((,)CU. 
换言之 ，X 的 网 8 收敛 于 X 的 点 x,， 当 且 仅 当 S 终 于 xo 的 
BT BR, 
这 时 ，xs 称 为 网 $ 的 极限 点 ， 记 作 
Saxo 或 lim S, = x, 
显然 收 化 的 概念 依赖 于 函数 $ , HIT FOE SED, HA 
"166 ， 


HL, 34 D = N 时 ， 网 的 收敛 与 序列 收敛 是 一 致 的 。 

若是 离散 空间 ， 则 X 上 的 网 S 收敛 于 x,。， 当 上 且 仅 当 有 
m € D, Hapat, HAS. =x. 

ХФ, WX LWASKAPXHE-A. TR 
Ta ey Se SB AY EUG Td BAB д. 

定理 1 GIXJEBibem, АХИР, x CX. x, 
ABIRE, Щщ B BORSTEAN UG) LAM SUR xs. 

证 明 Hx EARRA WREE OR U, 必 有 点 
xuEUN A， 且 xo 志 x。，%。 的 邻 域 系 BL (xo) RAR “С” 是 
ж Ж. 于 是 作成 网 {xo U C (x) СНРА). 

另 一 方面 ， 车 在 A\{x。} 上 有 网 S 收敛 于 x。， 则 5 终于 x, 
的 每 个 邻 域 ， 故 x, 的 每 个 邻 域 中 必 有 异 于 xo 的 3 的 点 ， 即 
zx。 的 任 一 邻 域 口 , 必 有 UN S56. 而 Un SCU NAM}, 
Wo JE ATI A. 

定理 2 RXR, AR X TE, < C X, WJ 
x CA, МНМА 5 收敛 于 x 。 

证 明 МА=А А.Ш 1, АШ {Жл EAS 
ЖЕКЕ x. ЯТ АЙ Ах, Bx RBA Ros x, 
ЖАША PET ANE. RZ FARMER Ho, 
则 x。 的 每 个 邻 域 必 与 4 相交 ， 故 x。€ AMMA. 

推论 X 的 子 集 4 是 闭 集 , 当 上 且 仅 当 AA 中 没有 网 收 化 于 多 入 
f. 

жюз ”拓扑 空间 X 是 T. 空间 ， 当 且 仅 当 X 中 每 个 网 至 
ERATA. 

证 明 UXBRMAM, sxt,s,t СХ,Т, У 
f&scCU, t€V, ОПУ = 。 因 一 个 网 不 能 终于 两 个 不 相 
交集 的 每 一 个 中 ， 故 足 中 没有 网 同时 收 傅 于 s Xt. 

车 XX 不 是 T; 空 间 ， 则 有 s = t Es HEART SEEN t 的 每 个 
BRAE U), U ORR ORE ER. PER U) 
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x dy G) UE 
(Т Шу (У,у) => TCVBUCW, 
BAQESUUER “< ”是 定向 集 。 对 于 每 个 (TUD Ex 
Mt), ATNUS$, Sc, TIU, RA 
(Si, ® (89 x Q0 T 
BT, USV, W), ШБ ое ТПШС=У ПУ. Ж 
(Scr n @ (5) X BE) ,<Y 
BAF SEL. 
证 明 中 用 到 的 方法 是 较为 有 用 的 。 BOD, 208 (0,70 是 
定向 集 ， 在 直 积 集 Dx E 上 规定 序 关系 为 
Goo o~erd>ibe>e. 
охе, эн, ADM EMBER, 
积 定向 集 的 概念 可 推广 于 一 般 情形 。 
BG. 016 Єр ЖЕН EARE Р-П Е, 


єр 
ф, 规定 x 之 < 这 X,Y MHP а € D, WE O,20 是 定向 
Ж. 

Reb, Hx.» СР, ДА Ea C D ЖЕ. ЖНЖ n, 
fiz. >. x. Ez,2> ya z= (zt EDEP, ЖЖЖ “<” 
Far pio ME (OP ACE 

直 积 定向 集 的 一 个 重要 的 特殊 情形 是 所 有 坐标 集 B。 是 相等 
的 ， 且 所 有 关系 >>。 也 是 相等 的 ， 这 时 将 P UG EE". 

定理 4 设 疙 是 定向 集 ， 对 每 个 & E D,E。 也 是 定向 集 ， 
设 

F=DxiIE。。 


"E 


对 每 个 e, DEF, g Rap = (а,[(а)). ЖЫТ a ED, 
B EE. SU DERHEN X BUR, MWI 


lim lim 5(а,8) =з 
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存在 时 ，SeR 收敛 于 з, 

证 明 设 Hm limS(o,B) =з, UX s Я. RERE 
FEG NEF, же, p Z2 (a, f) WS-ROQ,g) C D PBP 

Bim lim S(a,B) = s, KAU ED PA а,, 使 当 aza, 
时 ， 有 lim Sta, 8B) EU ,对 每 个 这 样 的 a ， 选 择 f(a) C EL, 使 对 
SAME ба) RMB, S, PDEU., 4y € D, By «a, 
{С у) KE MERLE -F 0, >, р, My Sao, ву) 

Ку), MSR, g) =SH,8)) CU, 

BES 为 拓扑 空间 X 的 网 ,x。E X .x。 是 5 的 接触 点 (cluster 
point), H RRX S 经 常 在 x 将 每 个 邻 域 中 。 

一 个 网 可 以 有 一 个 或 许多 个 或 没有 接触 点 。 如 {n: n € N) 
在 通常 拓扑 下 没有 接触 点 ， 而 有 理 数 序列 有 无 限 多 接触 点 ， 所 
有 实数 都 是 它 的 接触 点 。 收 敛 序列 只 有 一 个 接触 点 ， 该 点 就 是 
它 的 极限 点 。 

车 收 人 证 网 有 唯一 接触 点 ， 则 该 点 就 是 它 的 极限 点 ， 反 之 仅 
有 一 个 接触 点 的 网 却 未 必 收 敛 。 

定理 5 ”点 x。 是 网 S 的 接触 点 ， 当 且 仅 当 S 有 子 网 收敛 于 
x. 

证 明 жх, КЕ А, SAX 4 RET 
LITERE EP FEES RECO MAF 
网 收敛 于 xe。 

RX, Hx RES 的 接触 点 ， 则 有 xo 的 邻 域 避 ,使 S 不 经 
BEUH, шите. MOS 的 每 个 子 网 终于 vU 而 不 收敛 
Fx. 

Hit Х—И, WA RPS 的 接触 点 
当 且 仅 当 S$ 有 子 序列 收敛 于 x。。 

定理 6 BiS. аср, <) НХ 的 网 对 每 个 
aED, + ` 

А, = {5.:8>0), 
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Vix, (S. a € DD,<} 的 接触 点 , 当 且 仅 当 x。 С Ae. 

证 明 Hx FES 的 接触 点 ， 则 8 经 常 在 x。 的 任 一 邻 域 
Us, 中 . 即 对 任 一 a ED, AA NUn X $ di x CA. a € D. 
Жк х C ДР А, 

反之 ， Pex RE S 的 接触 点 ， WS 不 经 常 在 x, 的 某 一 邻 城 
P. HUS US ESTEU.. HU B WA, @U.,. Del 
ANU = 0. Bx EA; 

定理 ? MPSA, mW. ac D, SRT, 
МНР рктр, BA 

х.6{5.,а C Di «M, 

证 明 ”必要 性 、 对 于 也 的 任 一 共 尾 子 集 Di Bix, 的 任 一 邻 

RU, ЯЖ 
{45га EDINU SG. 

В {5,,0Єр,<}-х,, MMUA a, Ср, (S, toa. 
CU,XBiiataza. Y Diss d, 05.10 ED} N U32(6S.: 
а ЄР} П {S.i a € D,aza,12 = {S.t a € Diaz.) $, 

充分 性 、 用 反 证 法 。 车 条 件 成 立 而 {Ss,& Єр, «рі 
х, х ФВ О, р, = (a: a € D,S, € U} 不 是 DD 的 等 
HIE. HŠ 2 定理 3 D = D\Di 是 的 共 昆 子 集 。 有 {S。: 
e €p) U= $. Ж x (S, a €D, KY, SRAM. 

X38 HX, YAMIN, RAX YEER, 
当 且 仅 当 在 X 中 , 车 {5。:@ € D, <) ЖТ x, W) # Y h 
(G2,a0 € D, <H f(x.), 

证 明 设 了 是 连续 映射 MukXCDSSOESUTO,, Mew 
7 ， 对 于 的 任 一 共 尾 子 集 Drt， 必 有 xu CIS, a CD). B 
f 的 连续 性 ，f(x。) € /GS; a €DIDCfG. a Єр). BAS 
WT TS WRF I(x). 

Ez, MTXMERTRE, Hx. CE, Mase Moe Ep 
AS MRF Xo. MRR SDF), fS, a € DD 
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COD, PEDE., ЖН) 
DCE. 
故 了 是 连续 的 。 

полах КНТ, MI 是 区 的 子 集 族 ， 可 以 附 以 下 

标 ， 写 为 ， 

J={A a ED}. 
在 DD 上 确定 序 关系 为 a Da ACA GHEY та 时 ， 
A=A..), NDJERE. 在 定向 集 吕 上 定义 的 网 IS, 
2 € D,SHÉJÉS, EA, a € D，, 称 为 滤 子 $ 导 出 的 网 (derived 
пер. 

BRs WS., аср. «Ах EBR, + 

F={AiS. BFAR. 
USERT, ROARS. a € D, <H BR (derived 
filter), 

[IINE ые Б AX, ЧАН Н МИ БЫ 
x. 

证 明 RS—ox.HS-(A:0€ DI. 5 (S, a4 € D,&I 
为 四 导出 的 网 。 即 SCA aED, RUA AR, WA 
Єр, U- A... Ea no WACA USE 5,60, 
S.—X. 

RZ, Вох, хо, Weta Єр, 
有 AGU, A, HEPC C D, Ж S.C ANU, (RM 
(So а C D, <), ERM д. 

定理 10 网 {5.， € D,<) RMF x, м, SBR 
{5.} B Та Рх д. 

Wr, USES. e EDSR, Bs 

S= (A:(S., a € DET A). 
XS. ac DESC, BOUT x*, 的 任 一 邻 域 0，{5,， 
«C p,<)8&TU, RUCS. ИҢ, Fox. 


enie 


EZ, 设 3 一 x。， 则 Xx, 的 每 个 邻 域 品 满足 UE 5, МЖ {5., 
GC D, TU, BS. a € D, SMTA ж. 

WQ FAAS OT PE АНЕ .G Bartle (1955) 指出 。 

定理 11 设 X 是 第 一 可 数 空 间 ， 则 

a 。 点 x。 是 集 4 的 聚 点 ， 当 且 仅 当 Ax) 有 序列 收敛 于 
xu 

b 。 集 人 是 开 集 ， 当 且 仅 当 每 个 收敛 于 4 的 点 的 序列 终于 
As 

e. Ex BENS 的 接触 点 ， 则 S 有 子 序列 收 伍 于 x，。 

证 明 因 XX 是 第 一 可 数 空间 ， 由 第 三 章 $ 5 定理 4 知 每 点 
都 育 单调 下 降 的 可 数 邻 域 基 ， 设 {V .; n € N) 是 点 x。 的 可 数 邻 
RE, WUE Pn, AV CV. ME RR SEV, 
ПАМ x}, BOREAS, n € N), BRENT. RIA 
明显 的 。a 得 证 。 

АЖЖ ХРТ, WUXNAGIEGDROCPA 的 点 、 这 
个 序列 不 终于 和 4， 反之 是 明显 的 ，b 得 证 。 

设 x, 是 序列 5 的 接触 点 ， 且 {Y， n € N EA x MERE 
域 系 ， 对 每 个 n 满 足 VCV HETEN, ARN, ,使 
f8N, i, 且 Sx,EV;。 则 {Sw,, i € N) 是 S 的 子 序列 ， 它 收 
@ Fx. K. c 得 证 。 
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1。 设 了 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 ，{S。, 0 € D, JY | 
的 网 ， 则 $。 在 Y 中 收敛 于 s,E YU BOUE XP, BIS. Ier 
Ts. 

2. МЕХ Т, ЩН 5, y, HOW EUN 
aED, WAS. =x, yox. 

3。G 是 拓扑 空间 X 的 开 集 ， 当 且 仅 当 对 于 侣 的 任意 点 x。 

eame 


AMAT x MER. а € D,«), OH 
iS:ae£ DIG. 
4. FAHRGREMPXPUEDME, ЕЧ F PEER (5,, 
аЄр,<},95,-х,, Mx EP. 
5。 设 五 是 拓扑 空间 六 的 任 一 子 集 ， 别 
Bos {a PHE (S e ED, SCE, BS, x). 
8. UE QZ (x0, AR DOS (5,8 € D, <)—x W 
(S. ia EDINU S$. 
т. WEES OC DHAS., a € D,«) KAFR, 
SAMS GC. 2,« € DO er. 


$4 ХЕИ 


(compact space) 


关于 度 重 空 间 ， 在 第 二 章 中 曾 讨 论 过 紧 空 间 ， 司 样 ， 关 于 
HSA, RARER. 

拓扑 空间 是 紧 Compac) 的 ， 当 且 权 当 每 个 开 材 盖 有 有 限 
TB. 

拓扑 空 间 的 子 集 入 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 关 于 相关 拓扑 ， 妇 是 
紧 空 间 。 

АРИ, ЗОРО ТЖ АЛЖ, ВИЧ АТХ 
аллана. 

ll 有 限 点 组 成 的 据 扑 空间 为 紧 空 间 。 

例 2 BSH X BREA, AAR XR. 

Из 在 实数 直线 上 ， 任意 开 区 间 不 是 紧 的 ， 

例 4 紧 度 量 空间 作为 拓扑 空间 是 紧 空 间 ， 密 集 拓扑 空间 
也 是 紧 空 间 。 

为 了 用 闭 集 描 述 紧 性 要 用 到 § 1 提 到 的 有 有 限 交 性 质 的 集 
族 。 应 用 de Morgan 公式 容易 得 到 下 列 定理 ， 


定理 1 ”拓扑 空间 (X,.9 ) 是 紧 的 , 当 且 仅 当 每 个 共有 有 限 
pico any AR aS 2. 

证 明 AMA HPS XW TSK, WRH de Morgan A 
式 , 有 

X~U{A:AEM}= lll A:ACm) 
ONE ХИ, AR UC RSP A Hh ЖЕЕ. 

FX ERU, зна h FA S RK S 
X, WMBREX BUND, BHD Rf REBAR 
的 交 不 是 空 的 。 

推论 拓扑 空间 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 每 个 有 有 限 交 性 质 的 集 
族 其 闭 包 的 交 不 空 。 

定理 2 ”拓扑 空间 XX 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 X 的 任 一 网 有 接触 
点 。 

证 明 WS. a € D,«J 是 紧 拓扑 空间 天 的 网 。 对 每 个 
aED, $A = {SB >a}, W {Asta EDD} 按 也 的 序 关系 
是 定向 集 ， 故 集 族 {4。: a €D) АЕТ. HLCA.: 
a € DD} 也 具有 有 限 交 性 质 ， 因 XX 是 紧 空间 ， 故 有 点 x。 属于 每 
DA.. 根据 § 3 定理 6 ，xo 是 网 {S。, a E D, <<} MEM. 

ERI, 设立 是 每 个 网 都 有 接触 点 的 拓扑 空间 ， 骂 是 具有 有 
限 交 性 质 的 XX 的 亲子 集 族 ， 令 H 是 于 的 成 分 的 所 有 有 限 交 的 
ж, ШЕВ ЖЕЗ, HMEN, SiH 

N{B: BER ж $ 
ши, 
首先 指出 M, REAR. diede. HB, BEN, M 
в.ПВ,С9, HRB SSR CB, PX Ж, (N, 是 定向 
Ф.Б ВЄШ, WSE B, 作成 网 (Ss: Bem, C), ШЖ} 
{SiB € 9t, C VE х. m, BC n, HL Bs Ml Ss 
CBCB, TEM (S,, BEN, 己 } 终 于 任 一 B ER。 故 接触 点 
x DRFARBEN, MHE- BEN, HA x€ B. dk 
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xE n Bro. 
‘ee 拓扑 空间 X 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 X 的 每 个 网 有 子 网 收 
SUP X ESSE. 
由 8 3 定理 5 和 本 定理 直接 推 得 ， 
定理 3 ” 设 X 为 拓扑 空间 ， 下 列 条 件 等 价 ， 
а. XH 
b, XR T UE EUR C 
c. XBHEXEK GET НАЖ Жн x NBRBT (х), ВІ 
ШК Т x. 
证 明 a 之 b е Һа) XOT. W 
S =(F:F €3) 
是 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 。 HE MIO FSO. 即 有 
x €l үр Р. x 为 了 的 接触 点 。 
PP AXMERBT MAES, WHER RAB Ue 
DARA.. BER 1 110, UMS x. 
стах КТ, RENE X NER 
i. WS TES. MJ 
з= {GU:U EM} 
具有 有 限 交 性 质 . HS 1 定理 4 ie gA MW Tus EST 为 
子 族 。 由 条 件 有 x € X diuo. dx x, 是 4 的 接触 点 ， 对 每 
+ FCU, Axe F, FRMETU CH, 
x EFU =@U, 
但 这 各 是 X WERT, WRAPS X, Вх 
Jesi. 
定理 4 (Alexander) RF HAA OC.) FRU PESE. 
a. XBR 
b. ВРВОТ, 车 {G，: K € D,G,€ Sr;3 X BJJE 
BH, m: DG. C P MPRBUPR RS. 


. 15 °. 


c. RIET BJ f Ж. # O k e = (Pu ED, 

多 FE 98} 具有 有 有限 交 性 质 ， 则 
[Rees 

证 明 a b biti. b= c 应 用 de Morgan 公式 直接 
fiu. Rize >a, 

四 后 具有 有 限 交 性 质 ， 故 cx 是 集合 X 上 药 T T. 由 
$ 1 定理 1 知 X 上 含 61 的 初子 G6 存在， 内 $ 1 定理 4 知 含 名 的 
BARETU HE. HAH с Fae. FETE. ARIE 


Wax, CE, WME-F Cu, 有 x,€ ЕШ. 
SUM Cu, x€ F FLAS E TAS, HG, 
GE ghi 


x ENNGN .NG CGF. 

BAF. = 多 Gi; (i= 12, m  WELUFIU - UF. DF, RUR 
+, BFCUSERUFU-F.CU, JAU REB dT. 
由 $1 定理 5 知 必 有 某 F; EU. 因 P; = 6,,6,С97, Р, Се. 
Bx = Gi, х, EFX XE E P TE BATIA N 
FEU, Bx € Р, 

定理 5 ИОХАН УЖК EERE. 

证 明 RIG IAC DUE EIE GERE, NIV ERU: 
¿€ ph халк. HIERZ, HOARE BER, 
BAGG, nV G. GE, WG, HG, ЕНЕЙ, WEL 
кї. 

拓扑 空间 的 紧 子 集 未 必 是 闭 的 ， 如 密集 空间 的 任 一 非 空子 
集 都 是 紧 的 但 未 必 是 闭 集 . 

定理 6 AT. SHAS) 的 子 集 E 是 紧 的 ， 则 为 X 的 
Hf. 

证 明 只 需 指出 多 了 是 开 集 ， 任 取 2E ҖЕ, AXENTE 
向 ， 故 对 于 E 的 任意 点 7, 有 开 集 U,，Vy; 使 x CU, y EV, 
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U,DV,- 6. FRRAV WEE ERE. IR ERES, 
BUE ou is y, ,使 JV， DE, + бр. =U, 


则 x € U, нопесоп((у,,)-#. 故 x* 是 多 已 的 内 
X. Wi EX. 

定理 7 紧 集 的 连续 象 是 紧 集 . 

证 明 设 Rx Y 为 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 的 连续 映 
射 ，E 是 的 紧 集 ， 往 证 1(E) Е. HAGAE D} 是 1(E) 
AERA Bi, Af 是 连续 的 ， 故 (G) ACD) ЖЕ 
Bx. B EAUX, BORAT Е. MA (GLO: 
i-1,2,-—,0J& E RS TROP BS, Mo 

Pr'GOcG, 


tia clJe.,. Вж. 


Hit] ХИИ, УМТЫ, SEXY 
连续 映射 ， 则 1(X) 为 了 的 闭 集 。 

推论 2 紧 拓 扑 空间 X 到 Ts 空间 Y 的 连续 映射 是 闭 映 射 。 

推论 3 FRAIA ITEY 的 子 空间 E 同 胚 ， 则 
EAYWHTS. 

由 推论 2 又 可 推 得 下 列 定 理 ， 

定理 3 设 (X,2) 是 紧 拓 扑 空间 ，( 了 ,2L) BLAM, f: 
X 一 了 是 连续 的 双 射 ， 风 P BEER, XA Y, U) 
ЖЕНЕР. 

KEE, Way AE BR Н a 

定理 9 ARB ET B| X SPE Ж. WA AHM 
BARR BE, 

证 明 象 定理 6 的 证 明 那 样 ， 对 每 点 x CA, # x 的 邻 域 
PRM PRET. Hx ЖАНД О, HOB =}. X 
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AU. x CAL PPR AMIE, НАЛИК, 故 有 有 限 个 
Ui, UE 
у= [ju,24, Ui B= фу=1,2, уя. MY 


za 


是 和 了 不 相交 的 如 的 邻 域 

推论 RTS ЖЕЙ, 

定理 10 FX ET, AWXWET Ж, UR AHA 
9, ИШАНИ ЖУ, EV CU, 

证 明 对 每 个 x CA, EXET, BOH x [ЭТФ w. 
ЖӨ, СШ, RAW КЕ А ТЭИ, HARRE ЖИН 
Wi, Ware, W, fe 


UW 4 有 Wc Ut 1,2, un, 
= 


ФУ = L JW, nivis Amar. 


Hit ERTZE Ta ERI. 
定理 11 车 X 为 完全 正则 空间 ， 有 A 为 XX 的 紧 子 集 ， 品 为 4 
的 邻 域 ， 则 有 六 到 闭 区 间 [0,11 的 连续 函数 ， 使 得 了 在 4 上 为 
1 ,而 在 多 FU 上 为 零 ， 
TER 对 每 个 x CA, ARAM go 在 x* 点 为 1 而 在 
СЛЕЗЕ BE 
He = (1.002) 


EXPER. 因此， 由 
h. GO) = min(2g, 62,1) 
定义 的 函数 REO, QU LEO, dE X BASEL. 
上 是 1 的 连续 函数 。 集 族 
(H.:x CA) 
TERRE АИИ. BARRE, HABERME 0h, =, 
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H.). БАШАТ ЕШ hay АТС) DH., AC 
Ul ONBz1,2, n). AGTH EFU ЕО. TRA 
НК) = тах, GO i= 1,2, n] 


即 为 所 要 求 的 还 效 。 
{3 5H 


1s E Au As s ASP X WE TPE, ЖА R 
XH TER. 

2, (X, ORE IRI KT р ET, E] BT ith 
FB, NIH TB, 

з. HSMN EME TRA, BEELEN 
子 集 的 任意 交 是 闭 且 紧 的 。 

4. 拓扑 空 间 的 紧 子 集 的 闭 包 可 以 不 是 紧 的 ， 而 Ts 空间 的 
DESTIN 

5. XITA, Ce XHMI] E. AWE хх 
К, х УАН НА Й, 

6. Т RF ET TERR B. 

7. TRS X I Ae RAIL 

8, TRZA X BU HIA Р Ж SR КИЛЕ Р. 

9, Таа хта, моч К, 

10. BX, YA Ta SA, X YA XE В SF. {Ka 
n € NYSX RRM ABD, W 


(A K, ) Pea. 
п. BOT: 空间 站 的 紧 子 集 族 ， 合 的 成 分 的 有 限 交 是 
连通 的 ， 则 
ñn(A:A 69) 


79+ 


也 是 连通 的 ， 
12. ROWMRT RR, ОА, WE 
N{ArAegQ}cu, 
WOW ART BM, tE 
MAA EDICU, 
13, 指出 在 任意 非 空 集 X 上 有 紧 T: Wi, 


$5 ЯТЖЕМЛЯ 2 


SUE oS I TERR, У ЕМЕА, MEEK 
许多 数学 家 讨论 了 各 种 勇于 紧 性 的 各 种 空间 ， 本 节 只 讨论 一 都 
分 较 重要 的 空间 。 

拓扑 空间 XX 是 Lindel5f Sil, YARMAXWERA RRA 
WRF EM 

定理 1 第 二 可 数 空间 X 是 Lindel8f 空 间 。 

证 明 设 儿 ={Gi;n EN} 是 X 的 可 数 基 ， 对 于 XX 的 任意 
JUS 

Ф - {Ue € D), 
因 人 (的 每 个 成 分 是 .多 的 成 分 的 并 ， 故 2 的 子 族 

n -(G:G c ‚НОС GC U) 
也 构成 区 的 覆盖 ， 对 于 .多 1 的 每 个 成 分 ， 在 A 中 可 选取 一 个 包 
含 它 的 成 分 ,于 是 可 取 到 <2d — RFT BU ABs X , 
WU REX. 因此 <2L 有 可 数 子 覆盖 .。 

Lindelóf 空间 未 必 是 第 二 可 数 空间 ， 也 未 必 是 第 一 可 数 空 
间 。 如 不 可 列 集 构 成 的 单 点 闭 拓扑 空间 。 

第 一 可 数 空间 也 未 必 是 Lindelöf 空间 。 如 不 可 列 集 构 成 的 
离散 拓扑 空间 . 

Lindelöf 空间 未 必 是 可 分 空间 。 如 不 可 列 集 的 可 列 集 补 开 
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PPR. 

可 分 空间 也 未 必 是 Lindelif 空 间 。 

拓 盾 空间 及 称 为 可 列 紧 的 或 可 数 紧 (couniable compact) 
的 。 当 且 仪 当 X 的 任意 可 数 开 覆盖 有 有 限 子 履 盖 。 

拓扑 空间 X 称 为 序列 紧 "sequentially compact) 的 ， 当 且 
О XE EE Ее а 

жк х Ы Е (subset compact) i}, 4 AME 
一 无 限 子 集 必 有 来 点 ， 

序列 紧 空 间 和 紧 空 间 是 互相 独立 的 。 

紧 空间 必 是 可 列 紧 空 间 。 反 之 未 必 。 

定理 1 直接 可 推 得 下 述 结果 。 

Hit ”第 二 可 数 的 可 列 紧 空间 是 感 空间 。 

定理 2 可 列 紧 空 间 必 是 子 集 紧 空间 ， 

ШИ х#йҗт на, ЮНГ ЖР 
ЖА={а1:лЄ М}, IR! = $ ЖАГ = ф. Да, ФОБ ЖАИА 
Ua HU. ПА (a FEZA R(U,,: n EN] 作成 区 的 可 
WARK. BEX TARE RIGA, Us, nS U. OUR 


U. Ue, жанаа, (UU, Ja ARA ЕЁ, 而 


(Џо. )n a= xm. ял. 


定理 3 括 扑 室 冯 发 是 可 列 紧 药 ， 当 且 仅 当 非 空 闭 集 单调 
下 降 列 有 非 空 交 。 
XQ RUF tn CN) АХАТ, E 


f. = 6,9U.=9F., RU: n € N) E Y BFS S. HX 

的 可 列 紧 性 ， 其 中 有 有 归于 材 ES (Uu S SU. K. P $ 

mms (YUL, =U, BU., XW F.z= $ PR. 
ha 


fd 


反之 , 设 {U0,:n EN) 是 X 的 可 数 开 覆盖 , 4 F,= 
x—l| Ju, nir. :n EN} 是 单调 下 降 的 闭 集 列 , ВО.) 


PA 


MIME, кб. 6. BAM n CN, Е, = 0. Bl 


x= jv. „таганга PR 


定理 4 序列 紧 空 间 关 必 是 可 列 紧 空 间 。 
证 明 设 
Ф - (Uit i EN} 
为 序列 紧 空间 X 的 任意 可 列 开 覆 盖 ， 令 
G =U UUU, NEN. 


M GCG, (n EN), X= Je.. плот тае, 


WHX, CCC. 得 到 序列 [x+，n E N}， 因 六 是 序列 紧 的 ， 故 
Go, RE Nik tk] (x... K € N), Bex, ох. КОХ 
的 开 覆盖 ， 必 有 自然 数 m， 使 x, EUn. H x。 一 Xo (k 一 co)， 
BA BBR p.p mx, EUn MU CG, RH x, EEG, 的 取 
EFM. WORD BUE Е, m X 是 可 列 紧 的 。 

定理 5 第 一 可 数 空间 车 为 可 列 紧 空 间 ， 则 为 序列 紧 空 
B. 

证 明 设 {x,,aEN] 为 和 的 任意 序列 。 令 

F,-íx,: men}, n€ N, 

MP, CF, EN). ВОР, n € N) 是 非 空 闭 集 单调 下 降 列 。 


由 定理 3 ， 洒 和 是 可 列 紧 空间 ， ay. IE x € AF, 


因 芒 是 第 一 可 数 空间 ， HEU, n € ND xE pp, 
EREU. CU CH END Fx €F,(n € ND, НЖЖ 
Sim <a So m, lix, €U;. (х, ЄМ) {хь 
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HEN NFA AMAT. 

定理 6 ЖРТ А. 

证 明 RO n CNYEX МИЕ), BUR (x) 有 子 列 
{xn k € NM PHI, PPA. 所 以 可 以 假 
Bx. rN} 是 由 不 同 的 点 构成 的 ， 并 不 影响 讨论 的 一 般 性 。 
考虑 无 限 子 集 4 = (n) ЖЕРЕ EE, AXI EX, 
由 $3 定理 11 知 A\{xo) 中 有 序列 (zo k € N) хо. B 
(u,k€N)CA- {х,, n E N), Wiz, k € N) 有 子 列 也 是 
xa n € NBI T Pk MPH, 

жет 了 子 集 紧 空间 X дйн; Б SH. 

证 明 闭 X 不 是 可 列 紧 空 间 ， 则 有 可 数 无 ON m W, 


n C NVRÉAUR-A REET n, ФР. -Х\ (Ue ) 


DP, РЕ, YE F， 中 任 取 一 点 x.， 作 子 集 A = GS, 
n€N). 

SABABM, WETERE, AR RMX. ВТ, x, 
BET RRB AE AWARE A. ex А. = (х.х. 
BIER ALCP. Miso CF. (n EN), т x, EU. CR € ND, 
XCG(U, n € NIE EPIS, МАДАНИ, 

车 4 是 有 限 集 ， 则 存在 4 的 一 点 a 与 自然 数 序列 nk 
€ мух. =a, Е, ix EUER, CF Sx.CF.), 
Hon, a€PFOES(U. n € NJEX КИРИ. 

M ВЛЕЕ, B.={2n-1,2n}, JW = (B., 
HENAN КАНДЕ М ATS. 

显然 X 不 是 Ti 空间 。 

МАТАН. PXE, РЕА п, доп 
单 点 集 {2n - LHR RA. 2n — Е А Rm). REN B) 
ТН. Пут UH. 

NAE 3 K). Жк Е.Ф R XW ОЛИ, DEOR 
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UHR. 

МЕЛЕН ЕШ, WEA inn C N) 不 含有 收敛 子 
9. 

ШЕЖЕ ЖН RES PAR, 

жив xg тшй, BÚ F Raw ae 


a. ХЕК, 

b 。X 是 可 列 紧 空 间 ; 

c. XARA s 

d. XAFRRSA. 

Bios ERA o BA (a — accumulation point) ,? AR 
4x ES AE SH AMAR ETM, 

显然 点 集 4 的 o- 聚 点 是 和 4 的 聚 点 。 反 之 ， 若 入 是 Ti 空间 ， 
RI ARS De A Joc TR XR. 

定理 9 КХТИ, ERARI 
SRE O- RR. 

EA ” 设 X 的 每 个 序列 有 接触 点 ，4 为 X 的 无限 子 集 ， 则 
入 含有 由 不 同 点 组 成 的 序列 {x.}， 由 条 件 {*,) 有 接触 点 zx。， 则 
{x,- 必 经 常 在 x 的 尾 一 轨 域 中 。 故 ,的 任意 邻 域 必 含有 {x,， 
пем) ER. Rix EARRA. 

RL, ХЕЕЕ о, (x. n€ NYAX 
ИЕЛ). BREE TR, WC x, RER 
BoP п,х, = х,.їйх,ДЕ{х., RE} 的 接触 点 . 若 序 列 的 值 域 
ханжа, ШЖ 4 的 4- 素 点 即 序列 {x。, n € N) 的 接触 点 。 

WX HEC. d$ 3 定理 5 的 推论 知 ，X 084 
PASS, MARY XMS RRA, BAX 
第 一 可 数 空间 时 。 序 列 紧 性 可 用 o- 聚 点 刻画 。 
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1. Ж ЗЕНГИ, ЩН ТУННИН. 

2, Lindetot 空间 的 连续 象 是 Lipdelat 空 间 。 

3. 度量 空间 是 第 二 可 数 的 , 当 且 仅 当 它 是 Lindel5f 空间 

4。 子 集 紧 空间 的 任意 闭 子 空间 也 是 子 集 紧 空间 。 

5. Lindelót 正则 空间 是 正规 空间 。 

6。 太 是 可 列 紧 空间 ， 当 且 仅 当 具 有 有 限 交 性 质 的 可 列 闭 
集 族 的 交 不 空 

?7。 小 于 第 一 不 可 数 序数 o: 的 所 有 序数 的 集合 2 关于 序 拓 
扑 是 ?空间 ， 是 第 一 可 数 的 序列 时 空间 ， 但 不 是 紧 空间 。 

8。 试 讨论 下 列 诸 性 质 在 连续 映射 下 是 否 保 持 不 变 ? 

а. FAK: b. WAR с. FER. 

9。 设 和 是 拓扑 空间 ， 它 的 子 空间 都 是 Lindel5f Z, A 
是 不 可 数 子 集 。 

B={x € AiRHE—U EU (x), UN A= 不 可 数 集 }， 

则 A\B 是 可 数 集 且 B 的 点 的 每 一 邻 域 仿 有 怠 的 不 可 数 多 个 点 ， 

10。 紧 空间 的 F。 子 集 是 Lindel5f 空 间 ， 

11, FAK (FRE) 空间 的 闵 子 集 是 序列 紧 〈 子 集 紧 ) 
的 ， 序 列 紧 的 有 限 并 是 序列 紧 的 ， 


$6 局 部 紧 空 间 、 仿 紧 空 间 


(locally compact space, paracompact space) 


拓扑 空间 和 称 为 局 部 紧 空间 (locally compact space), М Н. 
仅 当 对 每 一 个 x € X, THEU € 4 G0, ОАЖ. 

EXCEL EE 3M 

VIR НИҢ PS SS iB Ор T 


45+, 


БЕН B] BB D] 

具有 通常 拓扑 的 实 直 号 是 局 部 紧 的 但 不 是 紧 空间 ， 

定理 1 T2(T3) 局 部 贤 空 间 玉 的 每 点 有 闭 紧邻 域 基 。 

TEA XAT 空间 时 ， 设 x CXC. x ARB, A 
Í£—U. C (х), B| W, = C. QU. € 47 GO IB THE, FSS 
V., VCW., AV ЕС, MAES, CAR, РДУ. 是 
紧 集 ， 故 每 点 有 闭 紧邻 域 基 。 

“XAT, SM, xX, C. ух, MEE 
U.C x) 4 W. -C. ПО, BW. СС, BWR Toto Š 4 
FEM OMIM AE, WATE. XI xm W. 有 
Va, fix €CV.CV.cW.,IV.cC., ЖУ dex WJ BI SL. 
即 每 点 有 闭 紧 领域 基 。 

定理 2 ЖОЛТАЙ НИКЕ ХИТ RAD 
3k, MEE ARDRURAUERV, SACVCU. НИХ Б 
ARERR, EE f EA DX о ПЕЧУ EX 1. 

证 明 FAME Re, ЖАЙ W, CRU S 
Ж. МАЖЕ. Ж 

{Wix C A) 
ФАА. EVRCHMIER, MJV EA R HAR А 
5. AXA, KVET RM. 由 8 4 定理 10 的 推论 知 V 
HENS. 由 第 四 章 $ 3 定理 2 知 有 到 阅 单 位 区 浊 的 连续 
函数 &g， 使 得 8 在 和 4 上 为 0 AV E39 1. 4 PE V EX 
1， 在 Y -为 58 ， 因 Y "和 客 V 是 分 离 的 ， 且 了 在 了 及 YYV" 上 是 
连续 的 ， 出 第 四 章 § 2 习题 6 知 f 在 区 上 是 连续 的 。 

Kit 每 个 局 部 紧 T. 折 扑 空间 是 完全 正 出 的 。 且 每 个 局 
WRT Тихонов [Е], 

局 部 紧 空 间 的 连续 象 未 必 是 局 部 紧 的 。 

йл 00700,07.) 为 离散 空间 到 非 局 部 紧 
拓扑 空间 的 恒 等 映 射 ， 了 是 连续 映射 ， BOX) TERRA, 


` P6 < 


Ж: Хә Y R3F B 58, ДИРЯ ЛЯ Ж 
AR. ЖОНГАР ESI MET EAE SES UR АО. 

设 X 为 集合 ,2 = (О.га € AO^- (V : B € BHEXN 
ЛЕ ЙСКЕ, OCF (refine) Y RO 是 9 的 加 细 (refinement), 
当 且 仅 当 存 在 p: A 一 B， Hapa € 4 ,qla)=B, 则 U。CVs。 这 
时 写 做 ZL <97. e 称 为 加 细 映 射 (refinement mapping), 特别 
Jh. ЩА = B，I4 是 加 细 映 射 时 ， 称 人 2 为 9 的 一 一 加 细 . 

RUBS X NFR, WHA REA MB Посацу 
finite)， 当 且 仅 当 对 任意 点 x € X, #x AB LV fF f, 使 
VNU. $ NOCH RD Ue 只 有 有 限 个 。 称 为 时 有 限 (star 

finite) 的 ， 对 任意 UsE OW, HU. NU ss 6 MOC RAU RA 
BT. 

хинин, нарма. 

ЗЕЕ ХКА (paracompact space), MARY 
XWERT REA AAA IE A 

紧 空 间 显然 是 仿 紧 空间 。 反 之 仿 紧 空 间 未 必 是 紧 空间 ， 有 
无 限 多 点 的 离散 空间 就 是 非 紧 的 仿 紧 空 间 。 

定理 3 (Dieudonné) 仿 紧 T, 空 间 X 是 正规 空间 。 

证 明 首先 证 明 X 是 正则 空间 。 取 XX 的 任 一 点 x Rx Ж 
FRU. AXE T: H, XTY € VUE УП ЭФ У,, 使 
y €V, x EV TERR 

(U,V,:»y €@U) 
TER XNA BR. HEA XK FB: (U,W,: 
y EQU} MW, = ф WWW,cV,.4 C= UW,， 则 G 是 开 集 ， 
HGUU-X, 

A= UW, ARX. 实际 上 , we CA, BARRAR 
tE, Kez dV, E 

УП, ф 


ILU 


HW LAB MANY GV, UUW, DNY = Ud, 


ПУ), XHBHA-CACVOUCAXVO, WV €, z € 


AV, hz САПУ- (ЈО, UCL CA, АА 


为 X 的 闭 集 。 РАА -С, WW.CYV., Kx ФА, MIKE 
GACGA= SECU, ВХ ЈЕЛЕ], 

Rak, BA, ЉХХ, DAS $. АША G = 
ZAG = An HX -GUG ХЕЛЕ, Жр XIII S 
x, ЖУЗ Va, HV CG, MV. CG {V., x EX} EX 
КТР зі HEE A RW. HOW. = RW, СУ. (Wt 
XOX RX HSMM. 4 

Vi= U(W tW. CG}, V,= U (WW сб}. 
МУ, VPE B X =ViUVa, XH (W.: x € X) 是 局 部 有 
WU, # Vi- U(W.:W.C G), Vis U {WEW CG} F 
EV CG,,VIZG, 4U1= @V;,U;= SVs, HER 
ACUI, АС, VNU $. 
But, XARGERUESIBI, 

定理 4 ФТИ, BAR X EB PURI. 

TA EXO UET BHEE RS, mix q PB m 
不 含有 有 限 子 覆 盖 。 因 六 是 仿 紧 的 ， 改 希 有 局 部 有 限 开 施 人 多 
U, MOREART Rm. MATRON RAV: V, E 


i-i 
у. JV ,i112 
бй 


XHEA E, ЖД лабу. Ју,, Diaz х 


P 


ETARE jit, RARA. A 
Wis XNU (xi), 
WW.: i E М} ХУНН. БЕННЕТ, T 
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是 XX 不 是 可 列 紧 的 。 反 之 是 显然 的 。 
da yk I] X HH HAS LC pseudo compact space), 当 且 仅 
当天 上 每 个 实 值 连续 函数 是 有 界 的。 
定理 5 ”可 列 紧 空 间 是 伪 紧 空间 。 
证 明 设 f 为 可 列 紧 空 间 上 的 连续 函数 , 设 
О. = {xil fOD Ki} i= 1,2, 
Ric X AY aP 3 MESE. ETAT RE, Qh p TE 
i. W 
Uae, 
EXPE, Ш 
ГО) | Xmaxin t, m. 
ХАНЕ. 
定理 6 。T 伪 紧 空间 是 可 列 紧 空间 。 
证 明 假设 X 不 是 可 列 紧 空 间 ， 则 存在 可 列 开 禾 盖 (Us: 
LEN} ЛАЖНИ ТИ, Ж ` 


x €x Jus, — ionis 
m 


则 取得 点 列 {x:, 1 € NYA H 33), TER 
P= (x;: PCN) 
EXHAR. Hi 
f(x st, 151,2, 
确定 了 上 的 连续 函数 ， 由 第 四 章 $ 3 定理 5 ， 了 可 扩张 为 入 
上 的 连续 函数 p ， 显 然 四 是 无 界 函 数 ， 即 和 不 是 仿 紧 空间 。 
综合 前 述 庄 定 理 有 
定理 7 HFR T: 第 一 可 数 空间 ， 下 列 四 条 件 等 价 。 
a. KiE b. RARE: c. WHARE, а. {Ж}. 
关于 弱 紧 性 的 讨论 ， 由 于 各 学 科 的 需要 ， 从 不 同 背 景 出 
发 ， 近 年 来 讨论 了 各 种 类 型 紧 性 .诸如 点 有 限 仿 紧 (pointwise 
finite paracompact) , IRP A fh (weaker paracompact), W E ff 
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Ж (metaparacompact); ff (strongly paracompact); 可 列 
fU (countable paracompact); g- 紧 (o-compact),; 二 进 紧 
(dyadic compact) ; 准 紧 (precompact), 实 紧 (real compact) 或 
Q $i (peripherally compact); о—{Й C o-paracompact) ; 
次 仿 紧 (subparacompact)， 半 紧 (hemicompact)， 超 紧 (super- 
compact); 元 紧 (metacompact); К-Ж (k-compact)， 链 紧 
(chain compact), $35 (initial W-compact); 全 初始 
97 KECtotally initial M-compact); La b 1f 8 (Ca, b ]chain comp- 
act); H-H] (H-closed), M (lightly compact), 完全 仿 紧 
(completely paracompact); 全 仿 紧 (hereditarily paracompact); 
0- 强 仿 紧 (o-strongly paracompact); M- (HA Ж (Sit- strongly 
(weaker)paracompact); З ,- Ж (*& —compact), £&JE (finally 
compact); 3 977] JF (weakly countably compact); 极限 点 紧 
(limit point compact), о- ЕВ (o-locally compact), : 86 
MK (strongly locally compact). 
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1, WY ЖТ, B) X BATE, SYARREN, ШУ 
XT. 

2, 度量 空间 是 仿 紧 空间 Gtonejg ED . 

3。 设 XX 为 仿 紧 空间 ， 试 证 关 的 闭 子 集 称 作为 子 空间 也 是 
HRA. 

4. RTS X IF. ЖН RAR. HRT X K 
闭 连 续 象 也 是 仿 紧 芍 。 

5, 正则 Lindelöf 空间 是 仿 紧 空间 (Morita ZED 。 

6, Ë {UiA E€ DD} 是 拓扑 空 间 X 的 局 部 有 限 覆 盖 ， 风 对 
TXHWETHERC, E 

CAUS $ 
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WU REAR. 

7. RX,YAT SH, ХУ ДБ, f:X— Y RE 
SORA, BKEAYMRER, WXARTRC, EKO=K. 

8. 拓扑 空间 改称 为 c- 紧 的 ， 当 且 仅 当 玉 是 可 列 个 紧 子 集 
的 并 。 每 个 SME Lindelaf 空间 。 

9。 小 于 第 一 不 可 数 序数 o ,的 序数 集合 0o 关 于 序 拓扑 不 
是 优 紧 空间 。 

10。 设 bl 是 拓扑 空间 X 的 覆盖 ,Bl 在 点 xEX 的 阶 数 (order)， 
是 2 中 含 x 的 咸 分 的 个 数 ， 记 作 ord: 2 ,对 于 各 点 x EX, щ 
ord, dz оон, Ud 是 点 有 限 (pointwise finite) 的 。 试 证 点 有 
限 覆 盖 有 最 小 于 覆盖 ， 
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第 六 章 可 度量 化 与 紧 化 
(metrizable and compac- 
tification) 


$1 m mH 


(product spaces) 


在 直 积 集中 引入 积 拓扑 ， 在 高 集中 引入 商 拓扑 是 从 已 知 折 
AP Н ДЕЙТ ETE T RO] SEE. Тихонов 在 1929 年 和 1935 
аф, К ТЕН, ЧЕНЕ. ie 
的 结果 使 积 空间 成 为 现代 一 般 拓扑 的 典型 工具 之 一 。 他 不 公 在 
可 度量 化 和 紧 化 问题 上 给 出 了 完美 的 结果 ， TEAR RC йр 
拓扑 结构 也 给 出 了 深刻 的 和 刻画， 解决 了 在 Тихонов 之 前 用 本 
数列 研究 收敛 注 所 直到 的 许多 困难 ， 成 为 学 习 点 集 拓扑 前 必须 
知识 ， 

在 第 二 章 $ 6 旗 论 了 度量 空间 的 积 空间 ， 这 个 讨论 自然 可 
以 推广 到 拓扑 空间 土 来 。 

BOE ODORE ay AT Ke PPS ERS 

X-X;X XX XK, 


+. Ë 
= XU KU 0, ETS ES L2,,n). 
为 基 导 入 拓扑 ， 称 为 积 空间 XXX x X. 的 积 拓扑 pro- 
duci topology), 
为 了 避免 重复 ， 关 于 积 拓扑 的 讨论 就 一 般 情形 论述 ， 上述 
ЖА. 
BUX FT Ith C DOS BIER ЕЕ РЕЯ 


ur 


X= TEX. ED D XE UR, EH a. fixe X. HBR 


HRT. ЖИЕНИ, X. BOB Xe MRSN (а 
coordinate space), BEAT р„:Х—Х„, (RBH x) =x,. MJ 
E.G) =x,, Ж ХХ. ЧЕН (prokction), BRA 
рих.) = (x; pela) ех.) = (х) XI] Xs 
Зер 
Bur 
对 于 Xe。 的 开 集 品 ,， 有 
DIU.) {Xpe(x) sx. CU.) =U XTE Xi. 
Ben 
Baa 
ERAS [ЖИЛЕ ШЕГИ, CARER. 4 
在 积 空间 中 确定 拓扑 ， 必 须 保证 射影 的 连续 性 ， 为 此 ,对 于 x- 
的 任意 开 集 ULL pL QU. 必须 是 开 集 ， 
a 


(pz (01a € DUET} 
为 子 基 在 和 中 确定 的 拓扑 ， 由 第 三 章 8 6 定理 4 知 它 是 使 射影 - 
是 连续 的 最 小 拓扑 ， 这 个 拓扑 称 为 积 拓扑 product topology), 
HOF DA ERAMERO. WH 
(ойсо. ET sh (x ha €Qfix £u.) 
的 集合 为 开 集 基 。 айе RIRE. 
在 积 空间 中 六 可 以 用 其 它 方法 确定 拓 盾 ， 加 以 
TIlU::a € D,U.€.7.) 
为 开 集 基 确 定 的 拓扑 称 为 箱 拓扑 《box topology) . BAR, AH 
扑 强 于 积 折 扑 .我 们 主要 讨论 积 拓 扑 ， 下 面 提 到 积 空 间 都 意味 
Жи. 
定理 1 ЖЕ ШЕЕ ЛИОН ЕЕН МОТ. 
证 明 设 ps 是 积 空间 X= TI X。 到 坐标 空间 X. 上 的 射 


影 。 为 了 证 明 p. ERRI, HENX KETE Ax 4E 
一 邻 域 U:， 证 明 PU. HE p, CO BOR, TQU. 也 可 以 只 就 
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拓扑 基 讨论 即 可 。 
Ë 
U,-U,, XU, x o XU. XT X.,e..m a € D. 
E В доз, уа W рО.) = 05.0 B Rees e 
рО.) =X BAE Us 及 X; WE pal x) MR, 
Ds DERRI. AMAA Tb Euclid WER 中 的 
As 
(Ox ,y 0: xy= 1) 
是 闭 集 ， 查 该 集 在 每 个 坐标 空间 上 的 射影 都 不 是 闭 集 。 
定理 2 ”拓扑 空间 了 到 积 空间 和 = [T X. HMM BER 


H, SERANGANE po BARN р. 7 是 连续 的 . 
EA 因 射 影 是 连 继 的 ， 连 续 时 射 的 复合 也 是 连续 的 ， 故 
GERY. 
由 积 拓扑 的 定义 ， 集 族 
ip, U) a E D, U, ETa} 
是 积 空间 的 子 基 。 因 
Tp, („уй = (P.sf) Ua)» 
ideft Pe*f 是 连续 的 , 故 CKP。。 门 -KU,) 是 了 中 开 集 ,邑人 :将 
XAT Roky YR. HAZTE 3 定理 1 , 了 ЖЕҢИН. 
Жаз HSM X-TT X. ЕИ тА x € X OS 


«е 


BUS S ESAE RE MLN ERT x, PUERUM SE 
上 的 射影 ， 

EA ANVREGRH, WAENI 3 定理 8 知 必要 性 
成 立 。 

BUS. а © D, ERZAR, 且 对 每 个 8 CD, (pi (GL), 
a Сот, ATT EMA Uy, MUSS, a € 
D.) AT U, BLS. оеро poU BOAT 
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РО, 的 集 的 有 限 交 ， 即 终于 хо 的 邻 域 基 的 每 个 成 分 ， 故 
充分 性 成 立 。 
ERMIT dk Ж Ж Hy S ER dk SE Coordinate conver- 
gence). HER TE BU E pE E [8] РИ DER RACAL (po 
intwise convergence), 这 时 积 空间 是 了 到 多 的 所 有 映射 的 集 
合 ， 通 常 记 作 X?，X” 的 网 {F。, а € Do} Tei SCR RT k 
敏 于 了 ， 当 且 仅 当 关于 每 个 8E DD， 网 {F。( B), а € Dy) RH 
FKB). 
тел 积 空间 X= TI X。 的 子 集 A=TI А. 的 闭 包 是 


mm E 
IIa, 


«ер 


ШЕЛ 因 射 影 是 连续 的 , р. CADC P. CAD А. (a G 
р). TRACTI A, xl Ta- (а,,аЄ р) € TT A. B HERD ай 


«єр "T 


V, Bea. HBR Ve, И TT V.C V.o. CA. OE Ten, 


аер 


POEA NVa H b= G. e Ср) ЄАПУ, Жаса. 
Wb EMSAM X= TI Хин, IT A. ай, suf 


各 A.E X. ЮИ. ui 
Ве Ti 空间 的 直 积 是 Ti 空间 。 
定理 5 T, 空间 的 积 空间 是 T 空间 。 
证 明 # х, y CTI Xo x у, a ED, fix. ys. 


因 每 个 坐标 空间 是 Т, EI, KAKU. V.CX., EUN 
Vos 6, CUL ys СУ, PIU. р УО TT X.th x 
5 y NAHE WR. 

定理 6 ”第 一 可 数 空间 的 直 积 是 第 一 可 数 空间 ， 当 生 仅 当 
除 可 数 个 坐标 空间 外 都 是 密集 空间 . 

证 明 设 忆 为 也 的 可 数 子 集 ， 对 每 个 a E D\E,X。 是 密集 
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BE. Hx X-ED X。 的 任 一 点 ， 对 任意 a EDE, x; 845 


ер 


域内 有 一 个 Xe , Bp CX = TI Xi. XH BE E ,xs AW 


TH 
BEBRU; i-1.2, SERRE. 于 是 所 有 形 如 
pe (UD, i-Lb2;-.BCE 

Г x HERE. ICT DE ИРИ, SOX GENS 
ре, 

上 反之, ШЕБЕРЛТ, WEP BEE X, TEN 
集 空间 。 即 有 EX X, FET V, 是 xr HER. 

ROH x 的 本数 邻 域 基 ， 对 每 个 DE Bl, 必 含有 积 拓扑 隐 
成 员 ， 其 形式 为 路 有 限 个 媚 的 成 员外 ， 其 余 为 peCU]I X.. A 
是 不 可 数 集 ， 必 有 € E, ЫҢ О Cd, n U) = Xe 这 
时 pV) GAB 38, GWE MERETE. 

定理 7 (Тихонов) ЖК ИЙРИЛЕ Pru BRS 
LN 

证 明 BCX.» Te TED ERAEN HX - TT X. 


RAMAI. H 
S = {0100.20.60} 
为 积 拓扑 的 子 基 ， 应 用 第 五 章 S аас, 4E DE 
Bossa Rhy Жа ах, ASEM PRX Ey, 
对 每 个 指数 上 € DU 
SB. = UE arp.) €o). 
W. ТЕВЖ ЕР ЖШ НЕ Х.. AX. ARZA, KD. +W GE 
Xa, 有 点 xe. ЗӨ U, CIEL, WR KEFU TRAX 
I SERE x。 者 不 属于 名 的 任意 成 分 ， 即 不 是 X 的 覆盖 、 
定理 8 Тихонов 空间 的 直 积 是 Taxonos 空间 。 
证 明 首先 约定 扼 补 空间 多 到 闭 单位 区 同 T=5L0，1] 的 连 
续 医 数 了 ,是 关于 对 《x ,U) BM, ABR xR, UE 


: [96 • 


у 


x 的 邻 域 ，f(x)=0, f 在 U LERF. 
B ffo ss f (Ох UO (x UOI XC п 
ЖЕ. + 
g(x) = sup(fi Cx) i= 1,2,*-, n), 


则 g 古 关于 (x，[ ,的 西数 ， 于 是 关于 每 个 x， 和 x 的 属于 


某 个 拓扑 子 基 的 每 个 邻 域 口 ， 有 关于 ( , ) 的 函数 , 则 此 空间 
是 完全 正则 的 。 
BUX, Ta): a € 也 } 是 TuxoHos 空 间 族 ,X=T] Xo» E. 


x € XU, Ë x, ЖХ, 的 邻 域 ,若是 关于 (хе Ve) 的 函数 ， 
W fp. 是 关于 (x pu.) MBM, MIM 
{P U) a € D,U, CZ.) 
的 集 族 构 成 积 拓扑 的 子 基 。 故 积 空间 是 完全 正则 空间 由 定理 
4 的 推论 知 Ti 空间 的 直 积 是 Ti 空间 ， 故 Тихонов 空间 的 直 
TUE Тихонов 空间 ， 
定理 9 P {(X.,d,),nE NN} 是 伪 度 量 空间 序列 , 它们 的 
直径 最 多 是 1 ， 在 直 积 集 上 规定 
d(x,y)- у 1{27°4„(х.,у),п € N), 
Nd 是 关于 直 积 集 的 伪 度 量 ， 且 这 个 仿 度 量 拓扑 是 积 拓扑 。 
证 明 关于 a 是 积 空间 上 的 伪 上 度量， 直接 推 验 即 可 证 明 。 
MERE. 
为 了 证 明 伪 度量 拓扑 和 积 拓扑 一 致 ， 设 了 是 点 x 关于 积 度 
ЖЕ 球 。 令 
U=(y:d(x,, y.)<2 7 nEpe2). 
ycu, W 
Ax, y< $3 {27 n= 0, p 1)  Y1(27:p 42, 
PATO 270-097, 
ОСУ, 但 是 关于 积 拓 扑 x 的 邻 域 ， 故 关于 仿 度 量 拓扑 是 
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THERE, XTEUBIMUBOTAE. RE, ВУАН 
子 基 欧 一 个 成 分 ， 则 有 W Im. 使 
U-ix:x,CW). 

Six CU MA Wr REWER. dO 90227 "d. (x, 
Ys MORTE n2 RAUBER. BUndnny)leift 
Hf, B 274.06 y d(x, у) 27°, d dux, y.)<r, 
Ж yCU. TESIS ЛЕЯ. XCTASEERIRIEECT RE, 

推论 1" 是 度量 空间 . 


各 种 紧 性 在 积 空间 中 有 下 述 诸 续 果 ， 
| жая | "am | [EE 
紧 性 | 0 | ° | a 
TAR ] x | х | x 
i i 

FAR ° ° : x 
Lindelöf x x | x 
AER 9 x | x 
wok x | х | * 


| 
— ee 
FART, xSETHT. 


{3 5] 


1. E X-Tp X. жт, SH, WEP X. BETE Bj, 


ET 


2, E X, YRS, E Xx Y Rs AC X, 
BCY, 则 
а. (AXB)=AxB; 
b. (AXB)? =A‘ xB, 
с. (Ax B) = (Ax B) Ax n)" 
-2[(GAL A") x (OB JB" ) ACA? x B^) 
8 


= (QAx GB) U(CGAx B°) U (A? x BD 
= (0A x B) UCA xóB). 
3. X =J] X. 是 正则 室 间 ， 当 且 仅 当 对 各 аср, х, 


是 正则 空间 。 
4. Ж CASTRI X TT X. nm xm Gne € D) 


тєр 


的 连通 分 支 ，C。 为 各 x. 在 坐标 空间 X。 的 连通 分 支 ， 则 C= 
п... 


5。 积 拓 盾 有 可 数 基 ， 当 且 仅 当 每 个 坐标 空间 的 拓扑 有 可 
数 基 ， 且 除 可 列 个 举 标 空间 外 都 是 密集 空间 。 

6. 任意 族 连通 拓扑 空间 的 积 是 连通 空间 。 

7.。 积 空间 到 每 一 坐标 空间 的 射影 关于 箱 拓扑 是 连续 的 开 
映射 。 

8, ХАН. HPIEEGDSZS,CHBUC- 
D. BC = $,RJ94 X? AMT X" x X^, Н (х) AEF 
x", 

9. BX. е € 了 D} 是 拓扑 空间 族 ， 若 BC D, COD, 
BüC-é,D-BUC. 则 积 空间 TEX; «TI X, ARF 


fes тес 
T Xe. 


ео 

10。 非 可 数 无 际 个 度量 空间 的 直 积 空间 未 必 是 度量 空间 . 

11. WK Е, Y 是 紧 空 间 ， 则 X x Y 是 仿 紧 空间 
(Dieudonné E W) , 

12. RX RUPEE IH, Y 是 局 部 紧 优 紧 T, SH, WX xY 
AU ABI. 

13。 设 X 是 完全 正则 伪 紧 空间 ，Y 是 紧 空 间 ， 则 XxY 是 
жа. 

14. WX E Lindelöf SA, ҮЖ н), JU X x Y 是 Lin- 
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delóf 空间 (Mrowka ШЖ), 

15. EXGUFSUEEE, VARS, BD X xY 是 序列 紧 
室 间 。 

16, ЖБ] X RE А RE E e Lightky compact space), ARH 
Е КАЙ. FRSASREAOARER 
REN. 


$2 mun 


(quotient spaces? 


设 1 为 由 拓 盾 空间 OF) ЖУ ЕНА, ЖУ Б 

如 何 确定 拓扑 使 了 是 连续 的 问题 ， 在 第 三 章 $ ec 4 
@Z=(UCY,f(U)C€ Z), 

КҮ, 2 ) 是 拓扑 空间 ,人 2 是 使 连续 的 最 强 折扣 .这 个 诱导 拓 

HERRA OCT) { WE AS Y 的 商 拓 扑 (quotient topolo- 

ву), 

XH #]ЖЕШРЕП(Х 20) 到 拓扑 空间 CY 260. E. 
ЮЖНЫЙ, ШОСТЕ. Н] LIRA BURT А 
29. 

ER ”由 商 拓 扑 的 定义 ， 第 一 个 结论 显然 成 立 。 

EU JE EET RAE, ШО REY RFR, E UE X 
中 开 集 。 因 

U = f «UD, 
HET, HUE AH. 

定理 2 BHX, TOY, U) 是 连续 清 射 ， KVEN 
拓扑 ,到 KYO Z F RERAN, SEMA ge f 是 连 
RAE. 

证 明 必要 性 显然 成 立 。 

因为 eof X 8| ZEST, MANZ HEEF О 
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Cgef3^ CU3 
是 中 开 集 , M 
Ege (UD =f ар. 
又 因 Y НИНИ, Ms CU Y PTR, Hog eR Н. 

RX AMIS. RIX Eb C ASS, RY EXE 

关系 民 分 成 的 等 价 类 的 集合 ， 即 了 YX/R, 或 
Y={R(x) :XE X), 
即 了 是 的 一 个 分 解 (decomposition): 
X-U(RGOROOEY). 

H ROGO RGD е OW, #R(x)= Ry), 

pA X B| Y APRS, SPX MBAR x ,有 p(x)= ROO 
ЯД ACRES x 2, OCR Y p p BOUE EE RH d 
ah BOX, rE p GE Y BJ bhi, СҮ, ) 称 为 商 空间 

(quotient space) 或 分 解 空间 (decomposition space), р #20 
X PR EEH BERL projection) BL BUR Bt (quotient mapping), 

ЖЕЗ рК, SNS AX/ RLY, ТЖ 
题 等 价 ， 

а. PERRI 

b .车 和 是 X 的 开 子 乐 ， 则 区 的 子 集 

RCIA-={x:xER(a), aC А} 
Hors 
c. ЖАЁЕХМ ИРИ, Шх AS 
UCRGO:ROOC А} 
BAR, 

证 明 a > b 32 PARMAR, 和 为 的 开 子 集 ， 则 5CA] 是 
WET. 由 商 拓扑 的 定义 ?是 连续 前 , 故 pt[p[42] 是 开 
ж. 

PUCRLAD {хіх € R(a), a € AJ READ. 
故 RK43 是 开 集 。 
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b 之 a EX X TIER A, ROA] =p ANERE, 
WIPE EN, РСА Т Тарх, bp 是 开 
LIP 

为 了 证 明 b 与 e 等 价 ， 先 证 

U {RERI CA) = V RCgA?, 

ЖЕЕ, # x RPE, WROTA, Hx ERZA), WH 
УФА х ERO, My € ROD, KGROICAFIA. E x € 
ERLEA, MACH. 

Жа ЩТ, Mx CRA ҖИ y Z A QAR 
ER (y), Ву ERCO,AVRGOC A. x Các, WED 
S. 

bc HARX MOTH, ША RX WITH, B^ 
R@AEX HATER, MERCAR X HAT. 

с> рж АЖ ХЫНТЖ. WGA RX MMT, що 
ERORAR, HRABRE, 

定理 的 a。b。e 中 将 开 和 闲 交 换 位 置 仍然 是 等 价 命题 

当 拓 扑 空间 具有 某 种 性 质 时 ， 调 空间 是 否 仍然 具有 该 性 
质 ， 这 个 问题 显然 也 是 重要 的 ， 如 果 不 增加 较 强 的 条 件 ， 就 连 
最 简单 的 性 质 ， 痪 空间 也 未 必 前 愁 乔 下 来 。 

例 设 允 为 具有 通常 拓扑 的 实数 集 ， 在 区 上 确定 关系 为 

R= ((x,yyix-y= 有理 数 }。 
Х/К], AXA ХУК Е p 是 开 的 。 

HHRH T; 空间 的 高 空间 不 是 T, EN. ШП Е ЯГ 
FEHR MUR REPRE RES It T, BE, TATE AE LR A E 
是 如 此 。 

在 讨论 高 空间 的 性 质 时 ， 常 增加 下 述 条 件 ， 

关系 及 看 作 X x 的 子 集 ， 下 述 各 条 件 等 价 * 

a， 有 在 和 xX PAR, 

b. He, ER, RE X x X PEER 的 邻 域 

eA 


W, RWDOR-9, 
с. Goo) В, ИЗЛЕ x MSU, > 的 邻 域 V， 
t 
(UxVINR=$, 

d. PCER, WARE x HBR. y RV , 
使 口中 任何 点 都 不 与 六 的 任何 点 属于 同一 类 ， 

шиа BAS X/RET SH, HIRE XX PEG 
集 。 若 射影 p LTH, HREXXX PAM, DU X/RGE 
T: 空间 。 

证 明 车 X/R E T. SA, WY (х,у) R BY, p(x)= 
pO HES IESU р(х) 的 开 邻 域 口 及 p(y) 的 开 邻 域 Y， Ж 
APUR ЕХФ, НЕЯ p FRAR. 
PICU] 中 没有 与 PCV] 属 于 及 的 局 一 类 的 点 。 所 以 PCUD x 
DrICVD 是 (x,3) 的 邻 域 ， 且 与 R 不 相交 ， 于 是 及 是 闭 祭 ， 定理 
的 第 一 个 结论 成 立 。 

ERER DRX SIX/RO FRM, HRA. Ap) 
p(y) 是 X/R 中 不 同 元 素 ， 即 * 与 在 关系 R 下 不 属于 同一 类 ， 
则 因为 R 是 闭 的 ， 分 别 存 在 * MOTASERU, y 的 开 邻 域 V E 
TRU BERE АКЕН V 前 点 属于 同一 类 ,因此 ，U SV 的 象 是 
不 相交 的 。 RB р EFRA, AT РОО) EDO ADR р(х) 5 
P《3) 的 开 邻 域 ， 于 是 证 得 X/R E T. 空间。 

为 了 得 到 由 拓扑 空间 X 到 商 空间 X/R 的 射影 p 为 闭 映射 
的 条 件 ， 引 进 上 半 连 续 分 解 的 概念 . 

d 纪 是 拓扑 空间 X 的 一 个 分 解 〈 即 技 某 等 价 关系 分 为 等 价 
类 的 集合 ) 。 在 中， 如果 对 每 个 卫 E 习 META DAFNE 
U, #Е—ЛЭРЕУ, BSDCVCU, H VE 中 元 素 的 并 
Ж. 这 时 9 BRI EST (upper semi—continuous de~ 
composition). 


定理 5 ”拓扑 空间 天 的 分 解 9 是 上 半 连 续 的 , 5 B DOS X Sj 
eoo. 


о МАНИЛИ. 

TER АЕА. НЕ 3 对 偶 命 题 的 п, BAR 

美的 开 子 集 ， 则 和 的 子 集 

U(RGO:ROGCC A) 
BFR, MER D CO Hg AE руло, шж 

V = UIRGO: RGOCU; 
ENA, ADCULMDCVCU. 

反之 ， 对 于 和 的 任意 开 子 集 4， 令 

V=U{RCX RIVA. 
对 每 个 xEV， 有 了 DDED, 使 x €DCVCA, Айх 
子 集 且 D 4， 由 上 半 连 如 定义 在 在 开 集 W, 使 DCWC A, 
而 多 是 9 的 元 素 的 并 ,从 而 xE DCWCVcA, B Vortag 
HARM, TV AI, MER 对 个 命题 的 a, c 等 
价 ， 得 到 射影 ЖИШШ. 

Жав EXTARE, DRX LER AE, 
多 的 成 分 在 天 中 是 紧 集 ，D АНИЯ, BAIT Te RE 
ARATA, TRAD 也 是 ， 

证 明 为 了 筷 述 方便 ， 称 式 的 子 集 夺 为 容许 的 (admissib- 
10), HARMED 药 成 分 的 并 。 故 上 半 连 续 分 解 的 含意 是 男 
的 任 一 成 分 的 任 一 邻 域 都 含有 一 个 容许 邻 域 ， 故 在 中 久 的 成 
T DIETE T И ЖЪН DNR, MAXA ® 的 射影 
是 闭 映射 、 

R XE T, SA, AMBE 3 的 不 相同 成 分 ， 则 在 X 中 有 
AM В AADO Chika ORO). 它们 含有 不 相 
交 的 容许 邻 域 ， 是 这 西 个 容许 令 域 的 射影 是 9 中 丸和 B 的 不 相 
ZFR. 

ихт, Bij, DED MADD HER, оду 
3 HOJHBU JE DEX HGR, HRT S 4 定理 10 知 区 中 有 
DNARAV, HVCU,VEDTMHBEDHAR, Hát 
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Su, BDI TS ZA. 

ХЕМ, Шо 的 每 个 成 分 了 在 关中 有 紧邻 域 ， 
在 射影 下 它 在 9 中 的 象 是 了 的 紧邻 域 ， 故 9 是 局 部 紧 空 间 . 

最 项 ， 设 XX 是 第 二 可 数 空间 ，% 是 和 的 可 数 基 ，% 的 有 限 
子 族 的 并 的 族 %l 也 是 可 数 旋 ， 对 于 人 2 的 每 个 成 分 U， 设 

Gr= U{DED:DEU). 

= G0:U CB} 
则 ,多 的 成 分 在 射影 下 的 象 是 开 集 ， 且 象 的 族 是 关于 商 拓扑 的 
基 . 

SL. РЕХТ, WFD HE-TOMV, DA 
AS 的 有 限 个 成 分 覆盖 ， 使 这 些 成 分 的 并 为 只 ， 满 足 中 CT 
ЭЙ C, SGy= Н, НЄ, HDCHCV.W BI 
AHEM GF Re ha Ж. 


сз 5I 


， 可 分 空间 的 商 空间 是 可 分 空间 。 
。 连 甫 空间 的 商 空间 是 连通 空间 . 
+ Lindelöf 空间 前 商 空间 是 Lindelot 空间 。 
4. КЕ CX. ST 238] i EJX / ROD p 是 闭 映射 , 当 
BACSSETPXQURACTA, GN 
RCAICRCA) 
5. MUSK. T ASMX R 的 射影 9 EFRA, 5 
BÁGPTXISTTARA, Tr 
КСА СЕСАЈ°, 
в. Ax X Ts SHEET SH, AMB 是 不 相交 的 部 子 
Ж, ЖАШЫП B Ba pit AE. 
E 


€ won 


A= ((x,x)ix€ X), R= AU (AXA). 
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HIRE Xx X PAAR, LMS X/R JE T, ZAPETE 
[M 
7. 在 上 题 的 前 提 下 ， 令 
S-AUCAXx AJUGGX B). 
MSEX x XE, {Н X/S 不 是 Ts 空间， 

8。 设 XX 为 集合 ，R 为 X 上 的 等 价 关系 ， 对 于 义 的 任意 子 
ЖА, ESA - RCD, WIE ДАНЫЙ, ЭГИН A 
的 拓扑 结构 具有 哪些 性 质 . 

9. WF UX FIV WHR, Н 

$S-(f'Qx»cvY) 
WE XA Ф, MY MDZ 1—1 映射 9 :Y 一 9, 使 
eO = у). PREAH, (Eg АТН. 

10. # 1 为 招 扑 空间 大 到 哲 扑 空间 Y 上 的 闭 或 开 的 连续 映 
射 ， 令 

90 y € Y), 
WY [БИР D. 


$85 X 入 


(embedding) 


AM рар г = [50,1] 的 直 积 I4 具有 积 拓扑 时 ， 称 为 广义 
立方 体 (cube), 可 见 广义 立方 体 是 集 A 到 闭 音 位 区 间 I 
LI gp Y MEE DECEM 

B FERIA ВНК А Y, 的 映射 了 的 族 ， 其 中 象 
空 间 Yy 可 以 不 同 。 于 是 X 到 积 

TI{Y::f EF} 
HORT B 8800135 ХИ £ x DOU BLA LS), КЖ f BEREG. 
形式 地 ， 用 

ебх); = f(x) 
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确定 赋值 映射 。 《evaluation mapping) e. WÈ F RRA EE 
BN, Me BERN. ШЕРИНЕ ШИМ. We 是 同 
[iM 
X EB) F JE X B| A (distinguishes point), Ж#Н 
仅 当 对 于 不 同 的 点 对 x，? FE F j йб е ТО). 映射 族 
PELE B| A ЖОЙ M distinguishes points and closed sets) 的 , 当 
且 仅 当 对 所 的 每 个 闭 子 集 4 利 多 A HER x APH 使 Kx) 
不 属于 A] 的 闭 包 、 
定理 1 设 卫 是 连续 映射 苇 ， 它 的 每 个 成 分 了 是 拓 站 空间 
ХЭТ] У, I E 
a. MERE е EX Naa Ту Ер, 
b. 如果 下 区 别 点 各 闭 集 ， 则 映射 e 2X Aex) КЕМЕ: 
An 
c. Rije 是 一 一 的 ， 当 县 仅 当 F 是 区 别 点 的 。 
证 明 а. 
р‹°е(ху= f(x). 
B$1Ós82,. e 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 ] 是 连续 的 he BE 
ЗАЯ. 
b, СХЕ. HE e(G) 为 e(X) 的 开 于 集 、 设 
y E elG) WA x € G fii y=e(x). Ms AEG: AEF, 
7.00 ¢ ROGO. 
H=Gf(@G). 
WOoocH, HAY. RATE. BA 
poly) = р„(е\х)) =f, (HER, 
从 而 ，y €p'UD СҮ. op. (Hy 为 了 IY. 的 开 子 集 , 令 
Vapi) (х), 
Jl] ys eGO € V , V He (XD HFT 
Her SV = рН) Пе(Х), M z €e Xy MUR ЄХ, 
e= XBlz Сри (H), Afi p.(z2) € H =@ EG), 
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paz) € PEGI X p. CO = pelet) =p.se(1) = fi CO» 
АЛП. 06 TAGE). Mt ESCM CG, FR r= ete 
e(G). E V CetG), 即 e(G) 是 它 所 含 的 每 一 点 的 邻 域 . 故 e(G) 
Же(х у) ++ Ж. 
c. #x,yCX,x= y, Me(x)#e(y), В 
ебх) = (falx) aE р) l fely) aED) = ely). 
WATERED, d f (x) f OD fC FAP ERMAN. 

EI, Hx, yEX x+y IR F Ë K), RAEBCD, 

BEF ffo) Sf (y), FRA 
elx) = (ў. (x) aE р) (ў, (у), ар) = ely), 
即 е 是 一 一 映射 。 

推论 设 F 是 TT 空间 X 上 的 连续 映射 族 ， 它 的 每 个 成 分 
1T, 空间 到 拓扑 空间 Y, 的 映射 , 车 区 别 点 和 闭 集 ， 则 
X Sfi IBI [TY , AM EERI 

定理 2 ZEX, Z) Тихонов], ЦВ ЧХЕ 
广义 立方 体 的 一 个 子 空间 。 

证 明 闭 单位 区 间 了 是 Тихонов 室 间 ,和 而 广义 立方 栖 是 了 
HAM. H $ 1 定理 8 ， 它 是 Тихонов 空间 ， 广 义 立 方 体 的 
子 空间 由 第 四 章 § 2 习题 3 知 仍 为 Тихонов 28]. X 5j Tax- 
онов ZARE, KH Тихонов 空间 。 

EI, EX Тихонов 空间 , 设 F 为 X 到 I 的 所 有 连续 
函数 ACE, UMP 是 区 别 XM AAR, FER AR 
E. BEMI, XIT FEB) LAMA WRT e 是 一 一 映射 
且 为 连续 开 上 映射 KAMERS. ВОХ RETI CEA PS M 
ATH. 

BEF ЖУ Л i ig — УРАЗ IM SRI. BARRE 
ЗМ Е A Cembedding))" У 377; ff. 

定理 3 HE) XE Тихонов 2 B], 25 8 O05 X |P] EE 
ЖТ, ZAHTER. 
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ER ”由 定理 2 Тихонов ЖУЙКЕ Г 377 6-5 
闻 ， 而 广义 立方 体 是 紧 T 空间 ， 故 必要 性 成 立 。 

反之 ， 由 第 五 章 $ 4 定理 9 的 推论 知 紧 T, 空间 是 正规 空 
B. HENES 2 定理 4 知 它 是 Tuxonon 空间 , 其 子 空间 也 是 - 
Тихонов 空间 。 

定理 4 ”第 二 可 数 的 正则 空间 (X,.2~) 必 同 胚 于 P" K-T 
子 空间 。 

证 明 RB -(V.acNHEXIITGE, X= UV,» 
故 对 每 点 x CX, DAVED Ex EVER, 天 XX 是 正则 
Sil, ЖОЄ, 使 

x€UcUcv, 
E 

а= 00,0): UVE, UCV}, 
WO 是 可 数 集 。 由 第 四 章 8 2 定理 6 知 第 二 可 数 的 正则 空间 是 
EMS. HOM (U, V), FE X 到 工 的 连续 映射 Joy, 
B foy (00-70, EVLE 

F={fori(U, V)C9), 
ШЕ. 

下 是 区 别 点 和 闭 集 的 。 实 际 上 ， 设 也 是 X 的 任意 闭 子 集 ， 

任意 x CWB, HEC, WEB, W 
x€GCGCWCqB. 
于 是 (G ,W) С9, fos € F (С) =0, fow (@W)=1, 
Muoo-od() = fO, ШР ЖЕБЕ ЖИЙЕН. 
由 定理 1 及 推论 , MERN eix- 25 A OR. 


І # 1 


1. ЖАК Х ЖЕЕ GE UU, 29 НАЗА X MRT ORR 
空间 的 直 积 的 子 空 间 。 
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2, РОЛЯ. BSS, ABU. 而且 
满足 第 二 可 数 公理 、 

3, P 6 T. 空 阅 ， 正 规 且 连通 空间 ， 但 不 是 完全 正规 
SH, 


$4 可 度量 化 


Cmetrizable? 


探索 拓扑 空间 可 度量 化 的 条 件 是 点 集 拓 扑 的 最 古老 且 产生 
问题 最 多 的 课题 之 一 ，Arekcatxpoa 和 Урысон 早 在 1923 年 
用 开 覆 盖 列 上 的 一 个 特殊 条 件 给 出 一 个 竺 案 ， 以后， 一直 吸引 
人 们 的 重视 ， 胡 继 给 出 许多 结果 。 

拓扑 空间 (和 ,9 ) 称 为 可 伪 度 量化 〈 可 度量 化 ) 的 ， 当 且 
仅 当 内 有 一 个 伪 度 量 (度量 4 ,使 得 由 a ARERR 
Z—8. 

伪 度 量 空间 X RRS, BBX ET EH. I 
арх СХ, (x) 是 闭 集 。 

Bj 密集 空间 是 可 钠 度 量化 的 .对 任意 x y € X EHK 
у= 0, d Fi Bs ЕНЕ АНЕ SHIT. 

离散 空间 XX 是 可 度量 化 的 实际 上 ， 令 

Amy =, 35 x= ув, 
й0х,у)=1, MxvyMW, 

Wd EXAM, Наб РНЕ, 

AUGER GRR WAS ER BL. EL, 
HARER- HAST, Hg 1 定理 6 知 积 空间 不 是 第 一 可 数 
空间 ， 而 可 上 度量 化 的 空间 必 是 第 一 可 数 空间 。 故 不 可 数 无 息 个 
数 直 线 的 让 积 是 不 可 度量 化 的 . 

定理 1 (Урысон) MOAN IEMA (X, 27) ETE 
量化 的 。 
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证 明 H $ 35EE CX, FORME S 42, 
由 $ 1 定理 9 的 推论 知 是 可 度量 化 空间 ， 故 (X, 7) 是 可 
度量 化 空间 . 

定理 2 下 述 请 命题 等 价 ， 

a 。 厌 是 第 二 可 数 的 正则 空间 

b. IAEF XXE I" 的 子 空间 

c. XS E ШЕ, НИ. 

证 明 由 8 3 定理 4 有 a 一 b . 

Ër $ 1363889 EIER BRS. X HHETE T 空 
闻 ， 故 也 是 可 度量 化 的 B 1385 知情 满足 第 二 可 数 公 
理 ， 其 子 空间 也 是 ， 故 X 满 足 第 二 可 数 公理 ， 而 第 二 可 数 空间 
是 可 分 空间 . bc. 

因 XX 是 可 度量 化 而 且 是 可 分 空间 ， 由 第 三 章 3 5 定理 3 H 
XH uH. 度量 空间 必 是 正则 空间 . Moa. 

d (Х,У) AMPS, MCAD, WA m 称 为 离 艇 
ЙЕ (discrete family), SAR XL ХСХ, FE VE 
Ux), 使 

{AAEM АПУ} 
至 多 是 单 点 集 。 

Mm 称 为 局 部 有 限 的 (locally finite)， 当 且 仅 当 对 于 任意 x 

€ X, 存在 V cari, 使 
(A: AER, АПУ = ф} 
是 有 限 集 . 

RA BRA preserve closute} 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 

NTM, MA 


"EI 


WU -ARER 00-1808. с E BIB) 的 ， 当 且 仅 当 
m= QU, НЕЕ ол, AE A ACBL RURE K. 
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定理 3 MAHIZA, FTE, HI 
a. ФЛАВИ, WAAR, H (A;A € m) 
是 离散 的 ; 
b. SMS RWARA, NWA CA: A € 
mo 是 局 部 有 限 的 . 
证 明 а. 若 中 是 离散 的 , 则 表 显 然 是 局 部 有 四 的 。 这 时 ， 
对 任 一 点 x EX, AX HIF. (m 
{A:AEM, ATUS 6) 
至 多 有 一 个 。 XWAnUCADU, ik 
Anusé«—AGU-$, 
即 
ANU#¢<SANUES. 
REMEBRK, M CASA Compe 
b. AUER, dux HX - ER EE 
{AAEM AC U }=-{AAEM, ANU #6} 
# (AA Em ERARA R. 


dE mcm. 4H£EACY ЖАС ЈА, #ACU А, 
дея AER 


BA рас б A. 


THER x € U A, Мх О, DA 
UDCU Аф . 

Н RUE, caps v f m A ШЖ. HUA, 
АА. ER n ADA — АЫ x t EP a Ж. 
Wix € AT AEN, Mx € L A. 8 U Z DUA u A= 
^ 

定理 4 有 局 部 有 限 基 的 正则 空间 是 正规 空间 . 

证 明度， 为 空间 的 不 相交 闭 子 集 ， 则 分 别 存在 和 4 


ЫНЫ 


IL B Bi E W ROMY ,6 的 每 个 成 分 的 闭 包 和 吾 不 相交 ,区 的 
每 个 成 分 的 闭 包 和 4 不 相交 ,并 且 4 和 5- 二 者 是 o 局 部 有 限 基 
Sg E. FRO ULU n€ N), F - UW a, n€ NP 
dope. ©. 是 局 部 有 限 族 ， 令 

U,- U(W:WE E. ,V. = UW:WEY,)}, 
则 由 定理 3 

U, =U (Wwiwea,}. 
BU, TUBE. RV. n А=ф, 5 

U', -U,-- U (V, kn), V', = VU (U tkt) 
ШЖ UU" SEU V' ЖОШ ЕБ BOR AY АЯП B HJ 4128 SB ER 

定理 5 有 o 局 部 有 限 基 的 正则 空间 XX 是 可 度量 化 的 。 
证 明 ROME XM o 局 部 有 限 基 . 
B= Bin € N) 
Кът, 都 是 局 部 有 限 族 。 
РЕ ЮН, п, S UED. & 
U’= U{G:GEB,,Ecu}, 
AZ ARMA, BO CU. HE RAXBEWS Н}, H 
第 四 章 8 3 定理 2 知 X 到 闭 单位 区 间 有 连续 函数 万 ÆU E 
为 1， 在 多 U EXO, 
对 每 一 正 整 数 对 m,n ， 令 
абу) = У (hole) ~ fo EU € Ba} 
EXXX Бакет, 的 局 部 有 限 性 的 直接 结果 。 显 然 
q tb, 

W Р ЖАҢЫНЫ АК, БЕТЕ АТ, И 
个 伪 度 量 ， 故 了 是 可 数 的 ， 

若 4 是 和 的 闭 子 集 ，x СЕА, ШТ тис, 
fixCUCq A, HX nf A VC G, fix CV,VCU.X 
于 这 一 对 构成 的 伪 度 量 & ， 显 然 从 x Аа НЕРІ, 

于 是 空间 X 上 有 伪 度 量 的 可 数 族 DD， 使 得 呈 的 每 个 成 分 在 
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Ххх Ж#Н. H FX 00484 HIT E АЖ АШЫ A x A 
DARI d, fix SI ABI d- 距 离 是 正 数 , X DT BERS 
《X，d ) 的 映射 是 连续 的 ,由 定理 1，§ 1 定理 9 及 8 3 定理 1， 
知 X 是 可 度量 化 的 。 
定理 6 — (Nagata 一 Cmipnos) 下 述 三 条 件 是 等 价 的 ; 
а. 空间 是 可 度量 化 的 3 
b .空间 是 正 虽 约旦 有 口 局 部 有 限 基 ; 
` ° 。 空 间 是 正则 的 卫 有 口 离散 基 。 
WEAR с= 是 显然 的 ，b 过 a WE HS, ae mA 
if. 
Nagata( 1950) CMHpHon( 1951) 2M V E IX — E 8, 


[7 5] 


1。 有 可 数 基 的 紧 T, 空间 是 可 度量 化 的 。 

2. 有 可 数 基 的 T 空间 是 可 伪 度 量化 的 。 

3。 有 可 数 基 的 局 部 紧 T: 空 间 是 可 度量 化 的 ， 

4. Ts 空间 X 是 伪 度 量 空间 ， 当 且 仅 当 关 有 基 , 它 是 可 数 
多 个 局 部 有 限 族 的 并 。 

5. EX RE Ts SH, AXXX MM MRIE Xx X 的 
ARS PME, WX AAT ER LA. 


$5 ж 化 


Ccompactification) 


对 于 非 紧 空间 X 常 需要 构造 一 个 紧 空间 ， 以 X AKT 
空间 。 所 构造 的 紧 空间 称 为 X 的 紧 化 空间 (compactification 
space). 

ЭШИП A + оо, - oo 于 实数 空间 称 为 扩张 实数 空间 。 
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规定 + co 为 最 大 的 数 ，- co 为 最 小 的 数 。 将 通常 实数 的 序 关系 
扩张 ， 则 得 到 的 扩张 实数 空间 ， 关 于 序 拓 扑 是 紧 空间 。 实 际 
上 ， 扩 张 实数 的 每 个 非 空 子 集 有 下 确 界 和 上 确 界 .扩张 实数 空 
闻 由 实数 空间 的 紧 化 。 

拓扑 空间 的 最 间 单 的 紧 化 ， 是 由 添加 一 点 而 成 . 

例如 在 函数 论 中 Euclidean 平面 上 涨 加 一 点 cp， 规定 co 点 
的 邻 域 为 平面 的 有 界 子 集 的 补 集 。 则 得 到 复数 空间 的 紧 化 空 
fal. 

这 个 例子 很 富有 启发 意义 ， 类似 地 ， 可 以 作 任 意 拓扑 空间 
的 紧 化 空间 。 

OC) 为 拓扑 空间 ， 2 X* = X U (e°), 

Su (U:# UR X ЕТЖ, UCK*}, 
SUUS. 

ДОХ, TR REER. 

定理 1 (Александров), HIM (X 7) 的 一 点 紧 化 

QU,.7)ERSB, AXE X" MMPS. 

SMX 是 Tz й, МАНХАН НАТ, К. 

证 明 根据 (X*,.F*) 的 作法 ， 集 在 X" PEFR, "B 
仅 当 在 X 中 品 忆 XX 是 开 集 ,或 当 ooE UI VU 是 X 中 闭 紧 集 。 
于 是 X* 的 开 集 的 任意 并 及 有 限 交 ， 其 结果 如 果 在 XX 中 则 为 x 
的 开 集 ， 如 果 o0 为 X* 中 两 开 集 的 交 的 元 素 ， 则 交 的 补 是 X 约 
二 闭 紧 子 集 的 并 ， 由 于 交 的 补 是 闭 紧 于 集 ， 故 X° 中 两 开 集 的 
交 为 开 集 ; MROMT X: 的 开 子 集 族 的 成 分 的 并 ， 则 ce 必 属 
于 此 族 的 某 个 成 分 苹 ， 且 并 的 村 是 紧 集 多 的 闭 子 集 ， 于 是 是 
MERK. HiX BSH, BX ARATE SA. 

3⁄4 JeX* 的 开 覆盖 , 则 oo 是 BL 中 某 个 成 分 口 的 点 , CUE 
紧 的 。 人 2 中 有 有 限 个 覆盖 BU， 放 BL 有 有 限 个 覆盖 X", TX? 
是 紧 空间 。 

若 X" 是 Ta 空间 ， 则 它 的 开 子 空间 X 是 局 部 紧 T. 空间 。 
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最 后 指 由 ， 若 六 是 局 部 暴 T: 空间 ， 则 X* 是 Ts Si. KEE 
H, # x CX, MA x "eco 的 不 相交 邻 域 即 可 。 因 X E e R 
且 Tz BEX PA x ЯО, FAX NU MU’ BZ со 
和 x ES pui 

ARERR, AAAS НИКА 
空间 的 方法 。 

BX RPA, YAR, RCS, YORAM 
扑 空间 的 紧 化 (compzctification), 4 AAR f ЕХ BY err sg 
TEN RBH, 

XX 的 一 点 紧 化 X*， 即 序 对 ( i ，X*), 共 中 i 为 恒 等 映 射 。 

REF YORAM, PEEAUM Y BT. 空间 。 

在 空间 X MAR {ЫК E WEPRRCH f YO CE. 
Z), 5 BM ZS) y MESA, HR og =f. 

Sor, (J .Y)<( я,2), SARY g-X] 到 Y 的 映射 
pu HERRERA, WZ PY B, 

ERE h AREER, MF YORE BZ ) 称 为 拓扑 等 价 

Ctopologically equivalent), RIHAR j, Y)< (gZ) 和 
GDS NARR MA 是 了 到 z 上 的 连续 映射 ,使 
g=h tet, 

定理 2 拓扑 空间 X 的 所 有 紧 化 的 族 OY ШС ЖЖЖ A 
E. EO YORK g, DREZ XH Ta ЖИ, BO, S 
(gZ)<(f, YO, MAg, ГУЗАИ. 

证 明 BCR UOS gg ZS f Y OB EH X J RE, 
网 有 Y 到 Z 的 连续 映射 j，Z 到 如 网 连续 映射 ,使 8= i。f 及 
h-zke*g. Kh-kejo], B Ch, UO&(Cf ,Y). ASK 
AGE ХБ ЖЕЛКИ. COT, «US. 

Bf. YMC S, ZONEXRITORIE,BC fo YS g, 
Z)<( f, Y), H fog в SE ZEY RYA Z i EE 5k 
扩张 i 和 kk。 因 ko j EZINSTAECOELHAPOM, H 
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ZA TM. кој EZAZ EEEN., EE k ЖҮ 
BY БИН НЕ. ACs» Y ) 和 ( g ，Z) ВИК. 

BX А Т; 紧 化 空间 ， 则 由 有 3 定理 3 SIX BH Тихонов 
空 闻 。 可 以 构造 一 个 它 的 景 大 紧 化 空 河 。 

BEX 为 拓扑 空间 ， 下 为 到 闭 单位 区 间 了 的 所 有 连续 函数 
Ж. 由 Тихонов ZER T 是 紧 空 间 . 没 HX 9] I" BUND Ж 
MIERI CEF, е (х) ËJ f MEN f(x). 由 53 定理 1 知 e 
EERE, HEX X Taxon 空间 ， 则 4 为 X BI WF 2: 
间 上 的 同 是 映射 。etX) 在 了 中 的 闭 包 设 为 8CX), Kit Ce, 
8 (XDA Stone 一 Cech Bik, 

定理 3 ” 设 f 为 集合 4 到 集合 B 的 映射 ， 六 为 对 所 有 y € 
PAOS yof RERI Syr gum, ШЕЕ. 

证 明 h$ 定理 2 知 1 型 积 空间 I 的 映射 六 是 连续 
的 ， 当 且 仅 当 对 每 个 身影 p:，a CA, BAB poe] 是 连续 
HJ. MEER y CU peg t) = р. (ус) = CyfXa) = y fad). 
但 yga) 就 是 到 开 的 f(a) BREY HR, 旦 这 是 连 
Sg. 

定理 4 (Stone—Cech). # f Уу Тихонов 空间 X 到 紧 Ta 
ару ЯТ, MEX АТИ СХ) Е, 了 有 到 Y 的 连 
Ba. 

RBZ, NOe,BODORX 的 Stone 一 Cech Wik, Mjet 
可 扩张 为 BOOBY MER НЕ. 

证 明 BY yf Pac FCY)，(F(Y) =CEY,1]), 由 令 

fae)-aef! 
EFSF MES q C177, i 
f**(g) s qe]* 

fog IUS BE? BP e bX BT A, HR g 
AY ST ДШ. AR: 


aie 


AXXO) ch S waw 
1 
i ; — 
RURAKKA. KH e 是 和 到 BOO РАЯ, WY E 
XT 空间 ，g 是 Y 到 8(Y) 上 的 同 眶 映射 ， 由 定理 3 知 1** 是 
连续 的 ， 且 若 指出 

je= gef. 
BW gto" BORA у cet 的 连续 扩张 ， 

车 x €X, h € FOD, HJH Mf, e Me 的 定义 可 得 出 
(G**o e (x) (п) = (ебх) PP) OD = e(x)e(h°f) 
zhef(x) = g(fCX)) (h) = (gfh). 

这 一 个 定理 是 Stone 和 Cech £1937 年 分 别提 出 的 。 


[ 3 题 】 


1. 设 ( 了,Y ) 是 拓扑 空间 XX 的 Ts Ж, AX 上 每 个 有 界 
ЗИН, ШЖ sof AERP HK, WCF, Y ) 拓 扑 等 价 于 
Stone 一 Cech 紧 化 ( e ,B(X))。 

2。 设 9 为 小 于 或 等 于 o, 的 所 有 序数 的 集合 ， 令 Q= 
全 \{@1) 具 有 序 拓扑 ， 则 Stone 一 Cech 紧 化 8090) ИЖРО. 

3. ARE, TORT 空间 ， 当 且 仅 当 (XT IB 
T, ZA. 

4. Ж (Q, 0) 是 有 理 数 集 关 于 实 拓扑 的 诱导 拓扑 ， 则 
《Q',T"*) 是 T, 空 间 而 不 是 Ts 空间 。 它 是 序列 紧 空 间 。 


$6 小 结 与 反例 


关于 拓扑 空间 的 各 种 性 质 之 间 的 相互 关系 己 经 作 过 一 系列 
，218 。 


的 讨论 .为 了 便于 记忆， 归纳 整理 如 下 。《〈 为 了 叙述 方便 ， 采 
用 下 列 记 号 ) 
Ti T, 空间 ,i=0,1,2,3,4,5。 
CR: 完 全 正则 空间 。 
M; 可 度量 化 空间 。 
C, 第 一 可 数 空间 .。 
С. 第 二 可 数 空间 。 
C, X38. 
S :可 分 空间 。 
L; Lindel5f 空间 。 
这 些 空间 之 间 有 
Мэт, + Ts=>T + TPT, + CR=>T, + T3T2T1 
T. 
前 面 曾 指出 过 下 列 各 种 反例 ， 
T ESR) PTT PT2, TT TPT TAS, 
TiO Ts +T, TiTa. 
C, =>C 9C,,C 9 $9C,, C 5 L8C,. 
Ci PSPLEC PLYSPC,, 
C, + EWS ER, C; + 正则 全 完全 正规 
LENIN, R+T, SEM, K + T | =>T.. 
拓扑 空间 XX 在 其 子 空间 、 积 空间 、 商 空间 中 的 传递 性 如 下 
页 表 : 成立 者 为 6， 否则 为 x》 
下 面 再 举 出 一 些 例子 。 
第 二 可 数 的 Ts 空间 ， 不 是 了 3 空间 的 例子 。 
т 在 T: 空 间 (X, ) 中 任 取 一 点 xo， 任 取 一 个 收敛 
于 x 的 点 列 Gon € NO Sx). > 
D-ix.:n€N) 
今 在 和 中 另外 导入 一 个 拓扑 .9 MP: 
ЯР хехе Їйї x ， 它 的 邻 域 和 .7 同样 定义 之 5 
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LED? T, Ts CR M € Cre S L 


| 0 0 D x Q à à 8 @ x x x 

子 空间 1 fit $ 0 0 00 9 0 о 0 oO x O 
ШЕ. BoD oO ох о о 6 0 x 0x 

一 最 D D 0 x x 0 x X X 8 x x 
METTI 0 0 0 x « 8 0 0 0 0 0 x 
ae 0 0 0 x x 3 9 0 0 0 @ x 

а = а X x X x X k * x Mo Xx 0 0 


对 于 xo 点 取 xo WF 33030 ED 的 交 作 为 хо 点 的 都 域 . 

WX FS EET. ER, HOX, TREE 
PUR, MCX, ST ) 不 是 Ts 空间 ， 

XE. BAX, FORT, 空间. aX, FRO 
Se, REF, WD 是 开 集 ， 敲 品 是 闲 集 。 刀 和 x 是 用 开 集 
分 不 开 的 。 

FRE, BUH хо Е, MEE xo NT aR У, 
BU = DO V (OX TO WHF x0, BV 0 D = $ „х. 
Y, Ax WT BRAVA, бх, VERT ABI V, ЖУ, 
QU d$. W DISIEZAURRUBMATS. 

FEX, IRET 空间 ， 

Gn Du eA, WTAE. 

实际 上 , BG. n € NEF Hat Me (Ua: n € N HibXn 
HARRE, K 

iG. in CNJU(U,ND: n € N) 
HET DET ME KT pA u 8 m 

HETRE — CAT то 空间 未 必 是 Ts 空间 。 

正规 但 非 完备 正规 的 例子 。 

例 2 RX RRR, EX MRM) л АЖ К 
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元 , AY., 令 
4 -(Ca,b)-iy CYrtacycb)iacb, 
a,b CY) 
UU Ж ЕЕ X SAG, ZAE EE (interval topology). 
“¿BJ Wk RAH EE Copen interval) . 闭 区 问 的 定义 是 明显 的 
НИХ fale hse ИИ B. ЖЕРЕН Ts 空间 - 

在 小 于 或 等 于 《小 于 ) 序数 a [К 4 ЖЕКЕ АБИ К 
WHEL Oa (0 ,ca))。 

в, 70,0128. 

证 明 RRO а J ЖИЕ, EMR 
DEE ad RA VI. Vi HERRA a EK ORS а 者 
HA V. Vi UL па. ШОЕ, ERES ara, 
ВИЕ ОК ЈО EM, ерга ВОВК, KE 
于 [0 ooh, ФГ ВУС ЫЕ ARP AR 
RAMA PINE 0, EX AAR TER. 

t. RA (0,0.) ШЖ, ШАШАМ ЯДА ФА 
Со 是 第 一 个 不 可 数 序数 》 。 

ШЕ 否则 ， 必 有 零 集 妇 存在 ， 使 4 及 C0,@1) ~ AREH 
вю. 

HANTE, HEEREN 1100,01) L0,1], 使 

A={x ELOD) = 0). 
+ 
B=[0,0 NA, 
W B-(xCU0,0) 1f (x0} = etie 213. 


в, = Фао 21), 
я B= (JB. IN B. 3808, ВР, Ж, 


hate 


35 B. PAR, WLsupB.<o,, 于 是 
sup sup B, <a. 
这 与 [0,@1) - 4 是 共 尾 的 蔬 盾 。 故 必 有 B, 是 共 尾 的 。 于 是 有 
列 
USB Bra; A.B CB, 
ЖЖ. Hsupa,=a, W a CB. aA, B.G A= $. 矛盾。 

с, 10,01) 是 正规 空间 。 

RAR F,H ЕПН=Ф,Ш F,H 不 能 都 是 共 尾 的 。 
WR FQH 都 是 共 尾 的 ， 则 有 列 

epa Bac F, BEH, 
# supa, =a, Wa € ЕПН,Ў}Ж. KP, up r 2388, 
By. RPRAERN, Waco, 使 FCE0,4]. 因 [0,ej Ж 
Та, на CERT 的 .由 第 五 章 8$ 4 定理 9 的 推论 知 
50,a] 是 正规 的 , 取 开 集 U,V, 使 FCU,HN[0,a]cV,UN 
у= ф, UUVC[0,a), 

W-VU(a,0), 
则 W 是 开 集 且 HcCW,UnW-6. 

d ,[0,wm1) 不 是 完备 正规 空间 。 

TR 设 F 为 [0,w1) 中 的 极限 数 全 体 ， 则 是 六 乐 ，F 与 
[0,ooDNF 都 是 共 尾 的 ， 故 由 b ，F 必 不 是 零 集 。 由 定义 ,50， 
о) 不 是 完备 正规 空间 ， 

e .[0,m1) 上 连续 函数 1 是 有 界 的 ， 

证 明 车 了 是 无 界 连 续 函 数 ， 则 存在 а, о, ee. 使 
1G Ui. 著 supa; = В, ЩА ЖИА. 

f ”对 于 [0,w1) 上 的 连续 函数 了， 存在 a<o1, 对 于 a<8 
«ay 的 任意 B ,有 f(a) =f). 

TR 由 6 ,了 是 有 界 的 。 故 存在 正 数 a, 使 | f |< a, 
设 了 的 图 象 为 G . 

Gla) = G П (9,1) ХГ -а,01), a<, 


* 222 ° 


A= (atf(0)220) ,W AB388303. Hb, ARIO, 23) 
一 4 是 等 终 的 . 即 有 о. 存在 ， 使 下 述 之 一 成 立 ， 
Glac Lla, m) XE-a,0, Glai) Ca ,0:) X[0,a]. 
用 二 分 法 将 此 作法 继续 作 下 去 ， 可 取得 点 列 (e), WE Bj 列 
(O), WE 
G(a,)CTa;,00 XI ,TO ‚4(140)—0. 
Dit; AWM, 478 (0) зира, =a, WÄ асв, Жа) = 
КВ) =ъ, 

正规 但 非 完 全 正规 的 例子 。 

例 3 Бо 为 第 一 个 可 数 序数 ，@ ,为 第 一 个 不 可 数 序数 ， 
X=(0,a01,¥= (0,00, Z= Xx Y. 

Z REM Н. 

由 例 2 X ЖҮ BART. 空间 。 由 § 1 定理 5 及 定理 7 
知 Z 关 于 积 拓扑 是 紧 T, 空间 .由 第 五 章 $ 4 定理 9 的 推论 知 
忆 是 正规 空间 。 

4 Z-22zN G0), Ti? Tixonon 板 。 在 Zy 上 考虑 相关 
ded. Zo 不 是 正规 空间 ， 即 正规 空间 Z 的 子 空间 Zo 不 是 正规 
空间 ， 亦 即 Z 不 是 完 全 正规 空间 , 4 

А= {((а,у):у € Y), B= (G90:x € X) 
XTZHBUR A, ВЖИ. ТЖ 
A= Al1Zo, Bo= B NZa 
都 是 Ze ЮЙ, AN B = 0. 设 Gi, G, 为 Zo 的 开 子 集 ,使 
АСС, Вс б, 
则 必 有 С: 06.5% ф. 

实际 上 ， 因 G2 是 开 集 ， 对 于 (n о) СВ, Жо, FE, 
BE (n, y) a, yo) CO. 

a=supla,in=1,2,3,-"}, 
则 а 也 是 具有 可 数 基数 的 序数 ， 即 ane. 

因 Gi 是 开 集 ， 对 于 e+ 1, 有 mr 使 
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C= {ixar Dima хоо} СС. 
EAC-G, ССС neos. 
JE HERE £ E AAT, 
例 4 在 例 3 的 符 导 下 , 设 Z; 为 Ze 的 指 贝 Ci ONDA, 
B; 分 别 为 对 应 Ao, Bo 的 Z; 的 边 , 当 了 为 奇数 2a+1 时 ， 
将 Bo ЯВ, о WA. 即将 B:,-， Bros 相对 应 的 起 看 作 
是 同一 点 。 当 衬 为 偶数 na, $ An MAn ETE 
如 此 得 到 的 点 集 ， 即 3= UZ. 在 8 中 导入 拓扑 如 下 : 
UC 5 是 开 集 ， 当 且 仅 当 对 于 各 I, UNZ: 是 开 集 ， 
于 是 5 是 完全 正则 空间 . GE pZs,oT-SUIp, SET PE 
FH, p RMB 


{0, = (8- [zou tita єм}. 


如 此 导入 的 拓扑 ， 显 然 了 是 正则 空间 。 由 例 2 ， 对 于 [0,@61) 上 
的 连续 函数 地， 必 有 асо 和 常数 a ,使 对 о<Всо, 的 任意 


В, В 8) = 0а) =a. a PERSE PECES RE 
Е. 


Hawg € C(Z,I ЖА БАН, MI 


limg(n,@,) =a, 


实际 上 ， 设 g EG) X[0,20 EME as BIH {i} 
X Ga a É g TE A ЕЙ ЖИЕ (00) X Ca, oaj, 取 比 所 有 a, 
Go) Жаку voi. 由 
limgli, p) = lima; = glos, y) =a 
R aglia) 得 到 
lim 8,0) =a, 
T 不 是 完全 正则 的 
KEE. WR p 点 和 Us， 考虑 在 Us 的 外 部 取 值 为 1 的 
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1€ CU,D. d ] Ж A, LOWS A... 上 的 常 值 是 WB, 
DB. DRAR. ROMER n ORCI, BER 4。 上 的 
SEWARD 1. JE fp) = 1， 而 了 不 是 完全 正则 的 。 

这 个 例子 指出 T 是 正则 但 不 是 完全 正 列 的 。 

例 5 (Cantor 集 ) 将 闭 单位 区 间 三 等 分 ， 设 左 侧 闭 区 
B1 (0520,53, KAMERA r CO = [号 ,1], 再 将 Ko) 


等 分 ,左右 两 全 的 闭 区 疝 分 别 是 K0,0)= 0, 11,00,10 Ly 
EET PEE 


10,0,,0.). 0,70,1, n2 1,2, 
168182," ,0,) 2100,03, 7,04,. 2, 


BGB di, 0.) de . 


这 个 闲 区 间 列 称 为 Soustin R, $ 
C-U(fn (s, 0,9in21,2, :6 20,1) 
称 为 Cantor 集 。 在 C 的 点 中 是 TC9,…,6.》 的 商 点 的 集合 称 
ЗС, WEP. BR PRATHER, EIS ó.) 的 
左 、 右 端点 分 别 记 作 pCdi,d2.-,6.),96,02,-7,0,), И 
BC, 0, 7,0.) = NG Ga, Oat Ou) Ong, = 
=d,=6,m>n}, 
9(81,01,,0,) = IC, 025-0, Oe) Oars = ee 
=6,=1m>n}, 


d 
x(6,6,, 7) 09,55,80.) 1,2,], 
则 
ERARD EE TRER IRR RESP 
人 
a. СЕЕ. 
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XE + 
X= (04,6, 7:0; 70,1), 
e:iXo Ch 
9G6:,05, 70) x (5,6, 0") 
HERS, Wig BR, dx 
C 的 基数 =X 的 基数 =2*' = G, 
b. CHRR. 
Жи, ИСЖ 
C= (Uo ,0,:0; = 0,1} in = 1,2,7-), 
HPO, 0.) 为 闭 集 ， 并 为 有 限 并 ， 交 为 任意 交 ， 故 C 为 
INTER, AI BRR, ROARK, 
c. СЖЗ SN AME SR 
实际 上 ， 由 作法 C 不 含有 区 间 ，C 为 闭 集 ，C 无 内 点 ， 故 
C 无 处 稠密 ， 又 因 MAME CHR, CARER. 
dd 。C 是 完全 非 连 通 的 。 
实际 上 ， 任 意 二 点 之 问 必 含有 去 挤 的 区 间 ， 即 任 二 点 不 在 
一 个 分 支 中 。 
e ，C 和 二 点 离散 空间 {a,b} 的 可 数 无 限 积 空间 {a,b}" 同 


Ж. 

实际 上 ， 上 述 a ЁЛ А ЛЕВКА, 

BIG 在 实数 集 R 中 ， 当 x 把 时 ， 令 d(x,y) =у- x, 
x> yB, Sd(x,y)=1, Wd 满足 度量 公理 的 非 负 人 性 ， 三 角 
形 不 等 式 ， 但 不 满足 对 称 性 .在 只 中 ， 令 

U(x,e) = (y:d(x,y)<e) (e>0) 
ARBRE JZ, ML R 关于 拓扑 S 是 Ti 空间 。 
(R, Tı) 称 为 Sorgenfrey 直线 . 
a. RF 1) 是 正规 空间 。 
ЖА,В ЖЕ ИЖ, АПВ = 6,4 
d(A,x) s inf(d(y,x): y € A) 
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U= (x:d( A, x) <d(B,x)} 

V = {x:d(A,x)>d(B,x)} 
WUNV=9$,ACU,BCV,AU ,VRBFR, WR, Ta) 
是 正规 空间 。 

b. RFs) 是 完全 正规 空间 ， 

上 述 事实 对 于 R 的 任意 子 空间 都 成 立 ， 

с. G,Z 1) 不 满足 第 二 可 数 公理 。 

BIG AE DBR, TS MARE, MER x<y,fx， 
WET FR, BRT x СГх,у), MAE Ex €GLCEx,Y). 
于 是 了 的 基数 最 少 和 实数 的 基数 相同 ， 因 而 (R,.2 1) 不 满足 第 
二 可 数 公理 。 实 际 上 ， 

fx, xt Byte € R,n€N} 


HERRE. 

AR, Z) 是 可 分 空间 。 

设 有 理 数 全 体 为 6 ， 若 9 关 R, 则 有 开 集 G ,使 GnQ - 9. 
即 对 于 xEG, 有 ee>0, 使 (x,x+e)CG, 故 [xx+e ПО = 
$, PE. ТЖО - В, WOR, TOETA Z. 

e, G,Z') 是 不 可 度量 化 的 。 

由 第 二 章 § 1 定理 4 知 度量 空间 是 可 分 的 ， 当 且 仅 当 它 有 
п СЕ, 4) 是 可 分 的 ， 但 不 满足 第 二 可 数 公 理 , 故 (R， 
ОТЕ (Gn. 

f. (RI 1) 具有 Lindelöf 性 质 。 

ЖЕНЕШЕ, (G,: 4C D}， 因 任意 开 集 醒 可 表 为 
形 如 

[xy) (xy) 
的 开 集 的 可 数 并 ， 于 是 {G, :入 E D} 具 有 可 数 子 覆盖 的 事实 只 
ЖС, =[xi;y,) 的 情形 而 言 就 已 足够 了 - 为 此 ， 按 通常 拓扑 的 
实数 空间 的 情形 证 明 即 可 。 
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这 是 一 个 完全 正规 但 不 可 度量 化 ,是 可 分 的 具有 Lindelöf 
性 质 但 第 二 可 数 公理 不 成 立 的 例子 。 

Ит HEAT XK, 7) lol CR, TF) TEX? = XxX 
Eg SUR TOS... WHS 2,72) MER (х,у) 的 邻 域 
BRA 

[x,y X te,y ten = ((a,B) 1a ЄГх,х+е), BE 
[у,у te, £1,81>0} 

а. (CET) BELEN. 

实际 上 ， 因 (X,.9 ) 是 完全 正则 的 , 故 其 直 积 也 是 完全 正则 
EK C$ 1 定理 8》 

b (X: LIER, 

KRE, Фон, Н 

Eo = ((z,y)ix+y= 0) 

Ei={(x,y): x ЄО,х+у=0} 

E= ((x,y):x € @Q,x+y=0) 
W E: E, 0 X* ШЖТЯН Bin Ba 6. SRG, Go, WE 
ЕСС, ЕСС, WÍ G, ПС. ф. 

实际 上 ， 对 于 E, HER (х,у), ARA 610, BU y; 
Xfy-6)CG,. 在 此 ， 令 


- m 
= (x 60:7 


Del), Az12,-, 


MIA, ПА; = $ (i =i), @Q = а. 


SOME АР НЬ ВЗВ, 故 所 有 的 4， 
都 是 无 处 稠密 集 是 不 可 能 的 。 于 是 最 少 有 一 个 А. SARE 
Cai, xa)， 这 时 必 有 有 理 数 x Є (xl,xa)， 对 于 WER, 有 
tedo, tE 
I=[x,yix+e,y+e)CG, 
但 必 有 LOG ф, EGIT Guo. 
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这 是 正规 空间 的 积 空间 ， 不 是 正规 空间 的 例子 。 

с, QC, DD 是 可 分 空间 。 

XE, E-(GO:x €0,» CO} ETE, E -X*. 

d, Е. 不 是 可 分 空间 。 

SRE, Eo ((x, у):х+ у= 0} 是 离散 空间 , 故 不 是 可 分 
SH, 

这 是 可 分 空间 的 子 空间 未 必 是 可 分 空间 的 例子 。 

e LOC, 3 不 是 第 二 可 数 空间 

ib, 5863854. 

f. OC, РОЖА Lindelöf 性 质 ， 

ЖЕЕ, FOOT 2) 具 有 Lindelif EA, WEATER E 
={(%,y):x+y=0} 也 具有 同样 性 质 ,与 E, 是 离散 的 且 不 可 数 
WER. КОО, ОЛ АЖ Lindelöf ER. 

这 也 是 Lindelét 空间 的 积 空间 未 必 是 Lindelif 空间 的 i 
+. 

AS ЕХЕ НИСЕ E. BAXMARA, 
B, HAN B= o ,但 用 开 集 不 能 分 离 。 
SX MEHR RN DRX x хрр К 
R=AUCAXA), А={(х,х):х € X). 
ПЕ Xx X MAR, + 
Y-X/R. 
即 Y 的 点 是 4 及 {{x]}: x CGA). AXEI, ҮГ, 
їй. (AREY A RB ix): x € 3 不 能 用 开 集 分 离 ， 即 了 
是 Ts 空间 ， 担 不 是 正则 空间 。 
YeX Xi, & 
Ri= AU (Ах A) UGXB), 
ФЕ НҮ = X/Ri。 在 了 中 2 点 4， 引用 开 集 不 能 分 离 ， 即 了 
PET 空间 。 
这 是 正 由 空间 的 商 空间 不是 正则 空间 及 正则 空间 的 识 空 间 
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不 是 Ts 空间 的 例子 。 

Bio 设 XX 为 包含 x 轴 的 上 尘 平面 ， 规 定 普通 的 开 集 在 X 
是 开 的 。x 轴 上 点 p 的 邻 域 基 为 在 p ЕЈР р ANAM 
添加 p 点 构成 ， 此 关 称 为 Moore 平面 。 

XX 显然 是 完全 正则 的 ， 两 坐标 为 有 理 数 的 点 集 是 X 的 可 数 
笛子 集 ， 故 和 是 可 分 空间 但 x 轴 是 X 的 子 空间 ，x 轴 具 有 高 
散 拓扑 ， 是 不 可 分 空间 。 

这 也 是 可 分 空间 的 子 空间 不 可 分 的 例子 。 
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